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第一章 集合论

1.1 分拆和等价关系

定义 1.1.1. 设 X 是一个集合，设 {Xi}i∈I 是 X 的一族非空子集。若其满足 X = ∪i∈IXi 且对任意
i 6= j，Xi ∩Xj = ∅，那么我们称 {Xi}i∈I 是 X 的一个分拆，或者称 X 为 {Xi}i∈I 的无交并，并记作
X =

∐
i∈I Xi。

例 1.1.2. 1. 集合 X = {1, 2, 3} 恰好有五个分拆，分别为 {{1, 2, 3}}，{{1}, {2, 3}}，{{2}, {1, 3}}，
{{3}, {1, 2}}，{{1}, {2}, {3}}。

2. 设 X = Z，n 是一个正整数，Xi 为所有和 i 模 n 同余的整数组成的集合。那么 X0, X1, . . . , Xn−1

是 X 的一个分拆。

3. 设 f : X → Y 为一个映射，若 y ∈ Y 包含在 f 的像中，记

Xy = f−1({y}) = {x ∈ X | f(x) = y}.

那么这些 Xy 便组成 X 的一个分拆，并且集合称为 f 在 y 处的纤维。

定义 1.1.3. 设 X 是一个集合，我们称 X ×X 的一个子集 R 为一个关系，若 (x, y) ∈ R，我们称 x, y

具有关系 R 并记作 xRy。若关系 R 还满足如下三个条件，

1. 反身性：对任意 x ∈ X，均有 xRx；

2. 对称性：对任意 x, y ∈ X，若 xRy，那么 yRx；

3. 传递性：对任意 x, y, z ∈ X，若 xRy, yRz，那么 xRz。

那么我们称关系 R 为一个等价关系。若 x, y 等价，我们记为 x ∼ y。

对任意 x ∈ X，我们记 [x]R = {y ∈ X | yRx} 为 x 的等价类，那么这些等价类便给出了 X 的一个
划分。

命题 1.1.4. 若 R 是集合 X 上的一个等价关系，那么它的所有等价类构成 X 的一个划分。

反之，任意给定一个划分 X =
∐

i∈I Xi，我们均可定义一个等价关系使得 Xi 恰好是所有的等价类。

例 1.1.5. 1. 整数模 m 同余是一个等价关系，即对任意整数 a, b，a 和 b 等价当且仅当 a − b 是 m

的倍数，此时我们称 a 和 b 关于模 m 同余。
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6 第一章 集合论

2. 矩阵的相抵，相似，合同关系均是等价关系。

3. 记 P = {(xn) ∈ QN | (xn)构成 Cauchy 列}，P 中两个数列 (xn), (yn) 等价当且仅当它们是等价的
Cauchy 列，即对任意 ε > 0，存在 N > 1 使得对任意 n > N，均有 |xn − yn| < ε。

4. 我们在集合 {0, 1}N 上定义如下关系：(xn) 和 (yn) 等价当且仅当存在 N > 1 使得对任意 n > N

均有 xn = yn。可以验证这是一个等价关系。

5. 设 V 是 R 上的线性空间，X = V \ {0}，我们在集合 X 定义如下关系，对于 α, β ∈ X，α, β 等
价当且仅当存在非零实数 λ 使得 α = λβ，可以验证这个关系是一个等价关系。

例 1.1.6. 设 f : X → X 是一个双射，我们在 X 上定义一个等价关系为 x 和 y 等价当且仅当存在
i ∈ Z 使得 y = f i(x)，这里当 i = 0 时，f0 为恒等映射，i > 0 时，f i := f ◦ f · · · ◦ f 为 i 个 f 的
复合，当 i < 0 时，f i 为 −i 个 f−1 的复合。我们下面验证这是一个等价关系。取 i = 0 即可知该
关系满足反身性。而 y = f i(x) ⇐⇒ x = f−i(x)，故该关系满足对称性。由 f i(f j(x)) = f i+j(x) 可
知该关系满足传递性。那么该等价关系的等价类是什么呢？这需要分两种情况讨论，第一种是对任意的
i ∈ Z，f i(x) 均不相同，那么 x 所在的等价类即为 {x, f±1(x), f±2(x), . . . }。第二种情况是存在 i < j

使得 f i(x) = f j(x)，那么我们记 d = j − i 是使得 f i(x) = f j(x) 成立最小的正整数。那么我我们可以
证明当 d | a− b 时有 fa(x) = f b(x)，因此 x 所在的等价类为 {x, f(x), f2(x), . . . , fd−1(x)}。这个例子
实际上是群作用的一个特例，同时也和对称群有着密切的联系，我们将在后面的例子中多次看到它的影
子。

1.2 商集

定义 1.2.1. 设 R 是集合 X 上的一个等价关系，我们记 X/R 为 X 的所有等价类的集合，即 X/R =

{[x]R | x ∈ X}。我们称 X/R 为 X 在 R 下的商集。我们称映射 πR : X → X/R，x 7→ [x]R 为投影映
射。

在不会引起混淆的情况下，后面我们将会把 [x]R 简记为 x̄。上述定义是从集合论的语言来描述商
集，事实上，我们可以从泛性质的角度来描述商集。

命题 1.2.2. 设 R 是 X 上的一个等价关系，f : X → Y 是一个映射。若 f 在每个等价类上是常值，即
对任意 x, y ∈ X，若 xRy，则有 f(x) = f(y)。那么存在唯一的映射 f̄ : X/R→ Y 使得 f = f̄ ◦ πR，即
有如下交换图表

X Y

X/R

f

πR
f̄

证明. 我们先构造映射 f̄。对任意 x̄ ∈ X/R，我们定义 f̄(x̄) = f(x)。若取另一个元素 y ∈ X，若 ȳ = x̄，
即有 xRy，那么根据已知有 f(x) = f(y)，因此 f̄(ȳ) = f̄(/x̄)。这表明 g 是定义良好的。根据定义对任
意 x ∈ X 均有 (f̄ ◦ πR)(x) = f̄(πR(x)) = f̄(x̄) = f(x)。因此有 f̄ ◦ πR = f。

下面我们再证明唯一性。若存在 h : X/R→ Y 满足 f = h ◦ πR，那么对任意 x ∈ X 均有

f̄(x̄) = (f̄ ◦ πR)(x) = f(x) = (h ◦ πR)(x) = h(x̄).



1.3 选择公理和 ZORN 引理 7

故有 f̄ = h。

例 1.2.3. 例1.1.5中的第一个例子，我们通常记其商集为 Z/mZ。这个例子也是抽象代数这门课程中非
常重要的一个例子。对于第三个例子，其商集可以视作实数的定义。对于第五个例子，每个向量 α 所
在的等价类即为所有和 α 共线的向量组成的集合。从几何上来看，X 在该等价关系下的等价类即为所
有过原点的直线。该商集我们称之为n 维射影空间，记作 Pn(V )。

例 1.2.4 (收缩). 设 A是X 的一个子集，我们定义X 上的一个等价关系为：xRy ⇐⇒ x = y 或x, y ∈ A，
即 A 中所有元素互相等价，而不在 A 中的元素则两两不等价。那么投影映射 πR : X → X/R 可以视
作将 A 收缩至一个点。例如我们假设 X = [0, 1], A = {0, 1}，那么 X/R 便自然的等同于和单位圆。因
为我们考虑如下映射 f : X → S1，x 7→ e2πix，那么我们有 f(0) = f(1)。因此根据命题1.2.2可诱导映射
g : X/A→ S1。容易验证该映射是一个双射。

在这门课程中，我们将多次构造不同代数结构的商集，并且将赋予商集对应的代数结构。

1.3 选择公理和 Zorn 引理

假设我们有 n 个篮子，每个篮子里面都有若干个球（球的个数大于等于 1），那么我们一定可以从
每个篮子里面选一个球出来。方法也很简单，我们只需要将篮子从 1 到 n 编号，然后按照编号一个一
个的取，便可做到不重复不遗漏的从每个篮子中选一个球出来。但是如果篮子的个数变成无限个呢？上
面的方法是否还能使用呢？一个问题便是无穷个篮子能否还能按照编号 1, 2, 3, . . . 一直排下去。事实上，
无穷也会有大小之分，如果能按照编号 1, 2, 3, . . . 一直排下去，我们便称这是可数无穷，否则称为不可
数的。例如自然数，整数都是可数的。Cantor 利用著名的对角线法证明了实数集是不可数的。回到刚才
的问题我们就能发现如果篮子的个数是可数无穷的，那么之前的方法还能继续使用，但是如果变成不可
数的，则无法使用了。数学家们惊讶地发现对于一般的情况，我们既无法证明一定能选出一个球，也无
法证明选不出来，但是这样的结论却又如此的直观，因此我们便将它作为公理使用，称之为选择公理。
下面我们用数学语言来严格地描述选择公理。设 X 是一个非空集合，P (X) 是 X 的所有子集组成的集
合。

公理 (选择公理). 对任意集合 X，存在映射 τ : P (X) \ ∅ → X 使得对任意 X 的非空子集 E 均有
τ(E) ∈ E。

我们把 τ 称作 X 上的选择函数。如果我们把 X 的一个非空子集看作一个篮子，子集里面的一个
元素看作一个球，那么 τ(E) ∈ E 即表明我们能从每个篮子中选出一个球。选择公理有许多等价形式，
我们将介绍几个我们将会经常用到的等价命题。

命题 1.3.1. 选择公理等价于如下命题：对任意非空集族 {Xi}i∈I，其乘积
∏

i∈I Xi 是非空的。

最后我们再介绍选择公理的另一个等价形式：Zorn 引理。为此我们需要先给出一些定义。

定义 1.3.2. 设 R 是集合 X 上的一个关系，若它满足反身性，传递性，以及如下性质：

反对称性：∀x, y ∈ X,xRy, yRx =⇒ x = y.

那么我们称关系 R 为一个偏序关系，记作 ≤。具有偏序关系的集合我们称为偏序集。若 X 还满足对任
意 x, y ∈ X，均有 x ≤ y 或者 y ≤ x，那么我们称 X 为全序集。
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例 1.3.3. 实数集在通常的序关系下构成一个全序集。而对于复数集，我们可以如下关系：

∀a+ bi, c+ di ∈ C, a+ bi ≤ c+ di ⇐⇒ (b < d) ∨ (b = d, a ≤ c).

容易验证上述关系是复数集上的全序关系，我们称之为字典序。更一般地，我们可以考虑笛卡尔积 X =

Rn，对于 (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈ X，设 k 是使得 ak 6= bk 的最小下标，我们定义其序关系为
(a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn) ⇐⇒ k 不存在或 ak < bk。通俗来讲，即将 (a1, . . . , an) 和 (b1, . . . , bn) 从左
至右对每个分量逐一比较大小。

例 1.3.4. 正整数在整除关系下构成一个偏序集，即对任意正整数 m,n，我们定义 m ≤ n ⇐⇒ m | n。
因为并不是任意两个正整数之间都存在整除关系，因此这不构成一个全序集。

例 1.3.5. 设 X 是一个非空集合，我们在其子集族 P (X) 上定义如下关系：

∀A,B ∈ P (X), A ≤ B ⇐⇒ A ⊆ B.

容易验证上述关系是 P (X) 上的偏序关系，但是一般而言这不是全序。

定义 1.3.6. 设 (X,≤) 是一个偏序集，x ∈ X。若对任意 y ∈ X 且 x ≤ y 必有 x = y，则称 x 为一个极
大元。若对任意 y ∈ X 均有 y ≤ x，则称 x 为最大元。设 X ′ 是 X 的非空子集，若 x ∈ X 满足对任意
的 x′ ∈ X ′ 均有 x′ ≤ x，则称 x 是 X ′ 的一个上界。

容易看出最大元一定是极大元，但极大元不一定是最大元，更一般地，若最大元存在，那么一定是
唯一的，而若 X 不是全序集，极大元有可能不是唯一的。例1.3.3中的两个全序集均不存在极大元。而
例1.3.5中的偏序集则存在唯一的极大元 X。但是如果我们考虑集合 P1(X) = P (X) \ {X}，它在包含关
系下也构成一个偏序集，但是它的极大元则不唯一，X 减去任意一个元素都是极大元。最后我们介绍
Zorn 引理。

定理 1.3.7 (Zorn 引理). 设 X 是一个偏序集，若它的任何一个全序子集都有上界，那么 X 有极大元。

选择公理和 Zorn 引理的等价性比较复杂，我们将不予证明，有兴趣的同学可参考这里。Zorn 引理
在数学上有广泛的应用，例如线性代数中证明线性空间均存在一组基；泛函分析中的 Hahn-Banach 定
理以及这门课中将会证明的极大理想的存在性以及代数闭域的存在性。作为一个简单的应用，下面我们
将证明线性空间中基的存在性。
在证明该结论之前我们先回忆线性空间中的若干概念。设 V 是一个线性空间，S ⊆ V 是一个非空

子集。若 S 中的任意有限个向量均线性无关，那么我们称 S 是线性无关的。若 S 是线性无关的，并且
V 中任意一个向量均能通过 S 中的有限个向量线性表出，那么我们称 S 是一组基。

定理 1.3.8. 任意一个线性空间均存在一组基。

证明. 设 P 是 V 中所有线性无关的子集组成的集合。因为任意一个非零向量是线性无关的，因此 P
是非空的。那么 P 在集合的包含关系下构成一个偏序集。设 {Si}i∈I 是 P 的一个全序子集，并设
S0 =

⋃
i∈I Si。我们证明 S0 是 {Si}i∈I 的一个上界。首先对任意 S0 中的有限个向量 α1, . . . , αn，一定

存在 i ∈ I 使得 α1, . . . , αn ∈ Si，而 Si 是线性无关的，因此 α1, . . . , αn 是线性无关的，故 S0 也是线性
无关的，所以 S0 ∈ P。另一方面，对任意的 i ∈ I，显然有 Si ≤ S0，因此 S0 是一个上界。故由 Zorn 引
理知 P 存在极大元，设为 S。下面我们证明 S 是一组基。根据定义知 S 是线性无关的，若存在 α ∈ V
使得 α 不能被 S 中任意有限个向量线性表出，那么 S ∪ {α} 仍然是线性无关的，但这与 S 是极大元矛
盾。因此 S 构成一组基。

https://www.math.uwaterloo.ca/~nspronk/math351/AofC.pdf
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注 1. 同样的方法也可以证明任意一个线性无关的子集均可扩充为一组基。但是 Zorn 引理只能保证基
的存在性，一般而言要构造一组基则是非常困难的事，甚至是无法具体构造出来的。

习题

练习 1.3.1. 设 Ω =
∐s

i=1 Pi =
∐t

j=1Qj 是集合 Ω 的两个划分，若对任意 i = 1, 2, . . . , s，均存在
Ji ⊆ {1, 2, . . . , t} 使得

Pi =
⋃
j∈Ji

Qj .

那么我们称划分 {Q1, . . . , Qt} 是划分 {P1, . . . , Ps} 的加细，并记作 P ≤ Q。设 Pn 是集合 {1, 2, . . . , n}
所有划分组成的集合。证明 ≤ 是 Pn 上的一个偏序关系。

练习 1.3.2. 设 D < 0 是一个整数，记 AD 为所有判别式为 D 的整系数二元二次型组成的集合，即形
如 ax2 + bxy + cy2 且满足 a, b, c ∈ Z, b2 − 4ac = D 的二次型。我们在 AD 上定义如下关系：

f(x, y) ∼ g(x, y) ⇐⇒ 存在整数 p, q, r, s 使得f(x, y) = g(px+ qy, rx+ sy) 且 ps− qr = 1.

1. 证明上述关系是一个等价关系。

2. 证明商集 AD/ ∼ 是有限集。

3. 计算商集 A−8/ ∼,A−12/ ∼,A−20/ ∼ 的元素个数。
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第二章 群

2.1 群的概念及例子

2.1.1 群的概念

定义 2.1.1. 设 G 是一个具有二元运算 · 的非空集合，如果它满足如下三条性质：

1. (a · b) · c = a · (b · c), ∀a, b, c ∈ G.

2. 存在元素 e ∈ G 使得对任意 a ∈ G 均有

e · a = a · e = a.

元素 e 被称为单位元，有时我们也会用 1 表示单位元。

3. 对任意 a ∈ G，均存在元素 b ∈ G 使得

a · b = b · a = e.

元素 b 被称为 a 的逆元。

我们则称 G 为一个群。特别地，如果对于 a, b ∈ G，均有 a · b = b · a，我们则称 a, b 可交换。若对任意
a, b ∈ G，a, b 均可交换，则称 G 为交换群或者 Abel 群。在不会混淆的情况下，我们通常将 a · b 记为
ab。若 G 的元素个数有限，我们则称 G 为有限群，并称其元素个数为 G 的阶，记作 |G|。

例 2.1.2. 1. 我们常见的数集 Z,Q,R,C 对通常意义下数的加法构成群，其中 0 是单位元，任意元素
a 的逆元是 −a。

2. 如果我们记 Q∗,R∗,C∗ 分别为 Q,R,C 去掉 0 元素以后形成的集合，则这些集合关于通常意义下
数的乘法构成群，其中 1 是单位元，任意元素 a 的逆元是 1/a。但是整数集 Z 去掉 0 以后关于
乘法并不构成一个群！例如 2 的在整数集中不存在逆元。

3. 域 C 上的所有 n 阶可逆矩阵构成的集合 GLn(C) 在矩阵乘法下也构成一个群，但这个群不是交
换群。

4. 集合 {1, 2, . . . , n} 到自身的所有双射组成的集合在映射的复合下构成一个群。当 n > 2 时，这个
群也不是交换群。

11
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5. 设 m 是一个正整数，我们可以在 Z/mZ 上定义一个群结构（Z/mZ 的定义见1.2.3）。记 Z/mZ
的元素分别为 0, 1, . . . ,m− 1，对任意 a, b ∈ Z/mZ，我们定义 a+ b = c，其中 c 是 a+ b 除以 m

的余数。可以验证 Z/mZ 构成一个加法群，其中单位元是 0，非单位元 a 的逆元为 m− a。

6. 设 m是一个正整数，我们记 (Z/mZ)∗ = {a | 1 ≤ a ≤ m−1,且a和m互素}。对任意 a, b ∈ (Z/mZ)∗，
我们定义 a · b = c，其中 c 为 ab 除以 m 的余数。可以验证 (Z/mZ)∗ 构成一个乘法群，其中单位
元是 1。逆元的存在性可由初等数论中的 Bézout 定理确定。

下面我们将给出更多抽象群的例子。在此之前，我们先给出群的一些基本性质。

命题 2.1.3. 设 G 是一个群，那么

1. 单位元是唯一的；

2. 逆元是唯一的；

3. 对任意 a, b ∈ G，均有 (a−1)−1 = a 及 (ab)−1 = b−1a−1；

4. 对任意 a1, a2, . . . , an ∈ G，a1 · a2 · · · an 并不依赖于运算的次序。

证明. 1. 若 e2, e2 都是群 G 的单位元，那么根据定义可知 e1 = e1e2 = e2。因此单位元是唯一的。

2. 若 a1, a2 都是元素 a 的逆，那么根据定义可知 a1 = a1e = a1(aa2) = (a1a)a2 = ea2 = a2。因此
逆元也是唯一的。

3. 由于 aa−1 = a−1a = e，因此 a是 a−1 的逆元，即有 (a−1)−1 = a。(b−1a−1)(ab) = ((b−1a−1)a)b =

(b−1(a−1a))b = (b−1e)b = b−1b = e。同理可证 (ab)(b−1a−1) = e。因此 ab 的逆元即为 b−1a−1。

5. 我们对 n 归纳证明 a1 · a2 · · · an 通过任意次序做运算均可得到 a1 · (a2 · (· · · (an−1 · an) · · · ))。当
n = 1, 2, 3 时，结论显然成立，下面假设 n > 3。我们注意到任意运算次序，我们最终都能分成两部分
(a1 · · · ak) · (ak+1 · · · an)，其中这两部分均通过某种运算次序得到。根据归纳假设可知上述乘积等于

(a1 · (· · · (ak−1 · ak) · · · )) · (ak+1 · (· · · (an−1 · an) · · · )).

利用结合律，上述乘积等于

a1 · ((a2 · (· · · (ak−1 · ak) · · · )) · (ak+1 · (· · · (an−1 · an) · · · ))).

最后我们再次利用归纳假设可以知道上述乘积等于 a1 · (a2 · (· · · (an−1 · an) · · · ))。

注 2. 设 G 是一个群，g ∈ G，n 是一个正整数。我们记 gn := gg . . . g︸ ︷︷ ︸
n个

，g0 为单位元，而 g−n := (g−1)n。

容易证明在该记号下，我们有 gn · g−n = e。并且该记号也满足我们通常意义下的指数运算，即对任意
n,m ∈ Z，均有 gn · gm = gn+m 及 (gn)m = gnm。类似地，在一些常见的加法群 G 中，我们也同样
定义：ng := g + g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸

n个

, 0 · g = 0 以及 (−n)a := n(−a)。需要注意的是在 0 · g = 0 中左边的 0

代表的是数字 0，而右边的 0 是群 G 中的单位元。该记号同样也满足通常的乘法和加法的分配率，即
ng +mg = (n+m)g,m(ng) = (mn)g。
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2.1.2 二面体群

考虑一个正 n 边形，假设 n 个顶点编号依次为 1, 2, . . . , n，若三维空间中的一个刚体变换将该正 n

变形变到自身，即只改变了顶点的位置，但任意两个顶点之间的距离不发生改变，那么我们称这个刚体
变换为正 n 边形的一个对称，我们记正 n 边形的所有对称组成的集合为 D2n。例如下图展示了正三角
形的所有对称。

1 2

3

2 3

1

3 1

2

2 1

3

3 2

1

1 3

2

第一排的第二个为第一个顺时针旋转 120◦ 得到，第三个由第一个旋转 240◦ 得到，而第二排的每个
三角形均由上一排第一个沿着对应的虚线翻折得到。

我们可以在 D2n 上定义运算为变换的复合。由于刚体变换可以视作从标号集合 {1, 2, . . . , n} 到自
身的一个双射，因此该二元运算是满足结合律的。另一方面，恒等变换也是 D2n 中的一个元素，我们
记为 1，容易看出 1 即为 D2n 中的单位元。而 D2n 中元素的逆元则可视作从标号集合 {1, 2, . . . , n} 到
自身双射的逆映射。因此 D2n 在变换的复合下构成一个群，我们称之为二面体群。我们注意到这个群
是非交换群。例如我们可以从图像上直接看出如下两个变换的复合是不交换的：

1 2

3

2 3

1

3 2

1

顺时旋转 垂直反射

1 2

3

2 1

3

3 1

2

垂直反射 顺时旋转
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下面我们证明 D2n 中恰有 2n 个元素。事实上我们假设 s ∈ D2n 将标号 1 映射到了 k，那么标号 2

只能映射到 k− 1 或 k+1（在模 n 的意义下），若 2 映射到了 k+1，那么根据刚体变换的定义可知，3

只能映射到 k + 2，以此类推，n 只能映射到 k − 1；同样地，若 2 映射到了 k − 1，那么 3 只能映射到
k− 2，以此类推，n 只能映射到 k+1。这意味着整个刚体变换完全由 1 和 2 的像决定，而 1 有 n 个选
择，当 1 固定后，2 至多有两个选择，所以 D2n 中至多有 2n 个元素。另一方面，将正 n 变形依次旋
转 2kπ

n
，k = 0, 1, . . . , n − 1 可以得到 n 个不同的刚体变换，然后将正 n 变形沿着某条对称轴翻折之后

再依次旋转 2kπ
n
，k = 0, 1, . . . , n− 1 又可以得到 n 个不同的刚体变换。综上所述 D2n 恰有 2n 个元素。

最后我们再从抽象群的角度来研究二面体群。设 r 为将正 n-边形旋转 2π
n
，那么所有的旋转可以表

示为 1, r, r2, . . . , rn−1，并且 rn = 1。我们再设 s为沿着某条对称轴翻折的变换，那么显然有 s2 = 1，并
且有

D2n = {1, r, r2, . . . , rn−1, s, sr, sr2, . . . , srn−1},

即 D2n 中任意一个元素均可写成 sirj 的形式，其中 i = 0, 1, j = 0, 1, . . . , n− 1。

命题 2.1.4. 对任意 i 我们有 ris = sr−i。

类似地，我们可以考虑如下平面上的刚体变换。

x

y

A

A′

x

y

BB′

σx =沿x−轴作镜面反射 σy =沿y−轴作镜面反射

容易看出这两个变换和自身的复合是恒等变换，即 σx · σx = σy · σy = 恒等变换。我们记这两个变换的
复合为 σxy，容易看出 σxy = σx · σy = σy · σx，从几何上来看，σxy 即为关于原点作对称：

x

y

C

C ′

σxy =关于原点作对称

我们考虑 σxy 和 σx 及 σy 的复合可以得到：

σxy · σx = σx · σxy = σy, σxy · σy = σy · σxy = σx.
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于是这些变换 {1, σx, σy, σxy} 构成一个交换群，我们称之为 Klein 四元群。
最后我们讨论一下群的表现。设 S ⊆ G，若 G 中任意一个元素均能写成有限个 S 中的元素或者它

的逆的乘积，那么则称 S 是 G 的生成元集，或者 G 由 S 生成。例如 D2n 是由 r, s 生成。生成元之间
满足的方程都被称为关系。例如在 D2n 中，rn = 1, s2 = 1, rs = sr−1 都是关系。更进一步，D2n 中的
任何关系都能用这三个关系表示出来，因为这三个关系唯一的决定了 D2n 的所有元素。例如

r2s = r · rs = r · sr−1 = sr−1 · r−1 = sr−2.

一般地，如果群 G 可由 S 生成且 G 中元素的关系均可由关系 R1, R2, . . . , Rm 得到，那么我们称生成
集合 S 和关系 R1, R2, . . . , Rm 为群 G 的一个表现，记为

G = 〈S | R1, R2, . . . , Rm〉.

例如 D2n = 〈r, s | rn = s2 = 1, rs = sr−1〉。一个群的表现显然不是唯一的，例如 D2n 还有如下表现：

〈a, b | a2 = b2 = (ab)n = 1〉.

它和上一个表现的联系是 a = s, b = sr。而 G = 〈x, y | x2 = y2 = (xy)2 = 1〉 则是上面所述的 Klein 四
元群。

2.1.3 对称群

这一节我们介绍另一类非常重要的群：对称群。
设 X 是任意非空集合，令 SX 为所有 X 到自身的双射组成的集合。SX 在映射的复合下构成一个

群，我们称之为对称群，SX 中的元素我们称之为置换。特别地，若 X = {1, 2, . . . , n}，我们将简记为
Sn。

命题 2.1.5. 设 n 为一个正整数，那么 |Sn| = n!。

我们知道 Sn 中的元素是 {1, 2 . . . , n} 到自身的双射，因此要唯一确定一个元素需要知道每个元素
的像，然而这样描述 Sn 中的元素过于麻烦，因此我们介绍一种简单的表达形式：轮换分解。
假设 σ ∈ Sn，我们考虑如下序列：

1→ σ(1)→ σ(σ(1))→ . . .

我们注意到由于 n 是有限的数字，因此上述序列总会回到 1，例如我们考虑下面这样一个映射 σ ∈ S10(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 1 9 5 8 6 4 7 10 2

)
,

这里第一排代表 σ 的原像，而第二排则代表第一排的像。那么 1 的像是 3，3 的像是 9，9 的像是 10，
10 的像是 2，2 的像是 1，因此上面的序列便是

1→ 3→ 9→ 10→ 2→ 1.

因此这样一个序列我们可以简记为 (1 3 9 10 2)，这样记号代表后一个数字是前一个数字在 σ 下的像，
而第一个数字是最后一个数字在 σ 下的像，我们称这样一种表示为一个轮换，若该轮换中有 m 个元素，
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则称为 m-轮换。例如 (1 3 9 10 2) 是一个 5-轮换。但是我们要注意到 σ 的原像集总共有 10 个元素，而
上面的轮换只包含了 5 个元素，因此为了把其它元素囊括尽来，我们还需要再考虑其它的轮换。不难发
现 (4 5 8 7) 也是一个轮换，而 (6) 自己则单独形成一个轮换。最终我们用三个轮换便完全确定了 σ，因
此我们可以使用如下记号表示 σ

(1 3 9 10 2)(4 5 8 7)(6).

事实上，利用例1.1.6的语言我们知道集合上述三个轮换分别为双射 σ 对应的三个等价类。根据上面的
方法我们很容易看出 Sn 中的元素都可以写成若干个轮换的形式，并且在不考虑顺序的情况下表示方法
是唯一的。而如果一个轮换只有一个元素的话，我们不需要写出来也知道它是把自身映射到自身，因此
我们可以把它省略不写，因此上面的记号我们可以简写成

(1 3 9 10 2)(4 5 8 7).

而单位元我们则直接简写成 (1)。我们把这样的表达方式称为轮换分解。下表展示了 S5 中若干个元素
的轮换分解。

σ σ 的轮换分解

σ = ( 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 ) (1)

σ = ( 1 2 3 4 5
2 1 3 4 5 ) (1 2)

σ = ( 1 2 3 4 5
2 3 1 4 5 ) (1 2 3)

σ = ( 1 2 3 4 5
2 3 4 1 5 ) (1 2 3 4)

σ = ( 1 2 3 4 5
2 3 4 5 1 ) (1 2 3 4 5)

σ = ( 1 2 3 4 5
2 1 4 3 5 ) (1 2)(3 4)

σ = ( 1 2 3 4 5
2 1 4 5 3 ) (1 2)(3 4 5)

表 2.1: S5

最后我们再介绍如何利用这个记号来做运算。逆运算非常的简单，根据定义 σ−1 是把像映射到原
像，因此在轮换分解中我们只需要把轮换倒过来即可，例如 σ = (1 3 9 10 2)(4 5 8 7)，那么 σ−1 =

(2 10 9 3 1)(7 8 5 4)。而元素的乘法即为映射的复合，映射的复合需要先作用右侧的映射，再作用
左侧的映射，因此元素乘法的轮换分解需要将两个元素的轮换分解从右往左依次读取出来。例如 σ =

(1 3 9 10 2)(4 5 8 7), τ = (1 2 5 9)(3 4)(6 10)，那么

σ ◦ τ = (1 3 9 10 2)(4 5 8 7)(1 2 5 9)(3 4)(6 10),

我们再依次将右边的乘积依次写成轮换分解的形式，例如 1 在从右到左的第三个轮换中映射到了 2，而
2 在从右到左的第五个轮换中映射到了 1，因此在整个乘积中，1 映射到了自身，然后再考虑 2，2 从右
到左的第三个轮换中映射到了 5，5 在从右到左的第四个轮换中映射到了 8，因此在整个乘积中，2 映射
到了 8，接下来考虑 8，同样的方法可以看出 8 映射到了 7，7 映射到了 4，4 映射到了 9，9 映射到了 3，
3 映射到了 5，5 映射到了 10，10 映射到了 6，6 映射到了 2，因此我们便得到了 σ ◦ τ 的轮换分解为

(2 8 7 4 9 3 5 10 6).

同样的方法我们可以计算

τ ◦ σ = (1 2 5 9)(3 4)(6 10)(1 3 9 10 2)(4 5 8 7) = (1 4 9 6 10 5 8 7 3).
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从定义也可以看出每个轮换其实也代表着 Sn 中的一个元素，并且如果两个循环没有公共的数字，那么
这两个轮换是可以交换的。通过将不交的轮换交换顺序，我们不妨假设 σ ∈ Sn 可以分解为长度分别为
n1, n2, . . . , nr 的轮换的乘积，其中 1 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nr。我们称 n1, n2, . . . , nr 为 σ 的轮换类型。容
易验证表2.1展示了 S5 中所有可能的轮换类型。

2.1.4 矩阵群和四元数群

设 V 是 R 上的 n 维线性空间。我们记 GL(V ) 为 V 到自身的所有可逆线性变换组成的集合。那么
GL(V ) 在映射的复合下构成一个群，我们称之为 V 上的一般线性群。但一般而言，它不是交换群。类
似地，我们可以定义 SL(V ) 为 GL(V ) 中所有行列式等于 1 的线性变换构成的集合，那么 SL(V ) 也构
成一个乘法群。我们称之为域 F 上的特殊线性群。如果我们选定 V 的一组基，那么 GL(V ) 便可视为
所有的 n 阶可逆实矩阵组成的集合，而 SL(V ) 则为所有行列式等于 1 的实矩阵组成的集合。此时我们
将一般线性群和特殊先行区分别记为 GL(n), SL(n)。
如果我们取 V 为 n 为欧式空间，(·, ·) 为 V 上的内积。我们可以定义 V 上的正交群为

O(V ) = {g ∈ GL(V ) | (gx, gy) = (x, y), ∀x, y ∈ V }.

同样可以证明 O(V ) 也构成一个乘法群。我们称 SO(V ) := O(V ) ∩ SL(V ) 为特殊正交群。特别地，如
果我们取 V = Rn，那么正交群即为 {g ∈ GLn(R) | ggT = In}，我们此时将正交群简记为 O(n)，而特
殊正交群为 {g ∈ O(n) | det(g) = 1}，我们将简记为 SO(n)。

最后我们再定义四元数群为

Q8 = {1,−1, i, j, k,−i,−j,−k}.

Q8 上的运算定义为

1 · a = a,−1 · a = −a ∀a ∈ Q8, (−1) · (−1) = 1, i · i = j · j = k · k = −1,

i · j = −(j · i) = k, j · k = −(k · j) = i, (k · i) = −(i · k) = j.

可以直接验证 Q8 是一个 8 阶非交换群。

2.1.5 群的直积

从已有的群构造新的群的一个办法是群的直积。从集合的角度来说，它就是集合的笛卡尔积，只是
对笛卡尔积赋予了群结构。

定义 2.1.6. 设 (Gi, ∗i)i∈I 是一族群，我们定义其笛卡尔积上的运算为

(gi)i ∗ (hi)i = (gi ∗i hi)i.

我们称具有上述运算的集合为 Gi, i ∈ I 的直积，记作
∏

i∈I Gi。特别地，当 I 是有限集时，我们直接记
为 G1 ×G2 × · · · ×Gn。

可以直接验证在上述运算下
∏

i∈I Gi 构成一个群。在不会引起混淆的情况，我们会把上述运算简写
为 (gi)i(hi)i = (gihi)i

命题 2.1.7. 设 G1, G2, . . . , Gn 是 n 个有限群，那么它们的直积是阶为 |G1||G2| · · · |Gn| 的群。
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习题

练习 2.1.1. 记 G = {z ∈ C |存在整数 n 使得zn = 1}。证明 G 在复数乘法下构成一个群。

练习 2.1.2. 设 G 是一个群，a1, a2, . . . , an ∈ G。证明 (a1a2 · · · an)−1 = a−1
n · · · a−1

2 a−1
1 。

练习 2.1.3. 设 G 是一个群，g, h ∈ G 满足 gh = hg，证明对任意整数 n 有 (gh)n = gnhn。举例说明
若 gh 6= hg，(gh)2 = g2h2 不一定成立。

练习 2.1.4. 设 G 是一个群且对任意 g ∈ G 均有 g2 = 1。证明 G 是 Abel 群。

练习 2.1.5. 设 G 是一个群且对任意 g, h ∈ G 有 (gh)2 = g2h2，证明 G 是 Abel 群。

练习 2.1.6. 设 G 是一个有限群，且元素个数是偶数。证明存在 1 6= g ∈ G 使得 g2 = 1。

练习 2.1.7. 设 G 是具有二元关系的一个集合，且该运算满足结合律（我们称这样的集合 G 为半群）。
若 G 满足如下两个条件：

1. 存在 e ∈ G 使得对任意 g ∈ G 均有 ge = g；

2. 对任意 g ∈ G 存在 g′ ∈ G 使得 gg′ = e。

证明 G 是一个群。

练习 2.1.8. 设 G 是一个有限半群，且满足

1. 存在 e ∈ G 使得对任意 g ∈ G 均有 ge = g；

2. 对任意 g ∈ G，若 gh = gk，那么必有 h = k。

证明 G 是一个群。

练习 2.1.9. 设 G 是一个有限集，在其上定义运算 ∗：

∗ : G×G −−→ G

(a, b) 7−−→ a ∗ b

满足：

1. (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)；

2. a ∗ b = c ∗ b⇒ a = c；

3. b ∗ a = b ∗ c⇒ a = c。

证明：(G, ∗) 构成一个群。

练习 2.1.10. 设 G 是一个半群，且对任意 g ∈ G，均存在唯一的元素 g′ ∈ G 使得 (gg′)2 = gg′。证明
G 是一个群。

练习 2.1.11. 设 G 是一个群，g, h ∈ G 且满足 ghg = h, h2k+1 = 1，其中 k 是一个正整数。证明 g2 = 1。

练习 2.1.12. 设 D2n 为二面体群。
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1. 若 n 是偶数，记 n = 2k ≥ 4，证明 z = rk 与 D2n 中的所有元素都交换；

2. 若 n 是奇数，证明和 D2n 中所有元素均交换的只有单位元。

练习 2.1.13. 记 σ 为如下置换：

1 7→ 13 2 7→ 2 3 7→ 15 4 7→ 14 5 7→ 10 6 7→ 6 7 7→ 12 8 7→ 3

9 7→ 4 10 7→ 1 11 7→ 7 12 7→ 9 13 7→ 5 14 7→ 11 15 7→ 8

记 τ 为如下置换：

1 7→ 14 2 7→ 9 3 7→ 10 4 7→ 2 5 7→ 12 6 7→ 6 7 7→ 5 8 7→ 11

9 7→ 15 10 7→ 3 11 7→ 8 12 7→ 7 13 7→ 4 14 7→ 1 15 7→ 13

计算置换 σ, τ, σ2, στ 和 τσ 的轮换分解。

练习 2.1.14. 计算下列置换在 S9 中的轮换类型：

σ = (1 9 2)(4 9 8 5), τ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 6 3 5 8 7 9 4 2

)
.

练习 2.1.15. 设 σ = (1 2 . . . m) 为 m-轮换，证明 σi 仍然是 m-轮换当且仅当 i 和 m 互素。

练习 2.1.16. 设 n ≥ m，证明 Sn 中的 m-轮换的个数是

n(n− 1)(n− 2) · · · (n−m+ 1)

m
.

练习 2.1.17. 设 G 是一个群，g ∈ G 的阶为 n。设 n = rs，其中 r, s 互素。

1. 证明存在 g1, g2 ∈ G 使得 gr1 = gs2 = 1 且 g1g2 = g2g1 = g；

2. 证明上述 g1, g2 是唯一的。

练习 2.1.18. 设 p 是一个素数，σ ∈ Sp 的阶为 p。

1. 证明 σ 是一个 p-轮换；

2. 证明存在一个 p-轮换 τ ∈ 〈σ〉 使得 τ(1) = 2；

3. 证明 Sp 中恰有 (p− 2)! 个阶为 p 的子群。

练习 2.1.19. 数字华容道是一个由 4 × 4 的方格组成的正方形，其中有 15 个格子分别放置数字 1 至
15，剩下一个是空的，每次移动是将空方格上下左右中的一个移至空方格中。例如我们的初始位置如下
图左边所示，经过若干次移动可变成右图。

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 12

13 14 11 15
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我们记 E 为所有由初始位置移动得到的数字华容道组成的集合。对于每个元素 E ∈ E，我们都可以对
应一个序列 s(E) = (x1, x2, . . . , x15)，该序列按照下图所示顺序依次得到，

如果遇到空方格，则直接跳过，例如初始位置对应的序列为 (1, 2, 3, 4, 8, 7, 6, 5, 9, 10, 11, 12, 15, 14, 13)。
对于每一个元素 E ∈ E 及其对应的序列 s(E) = (x1, x2, . . . , x15)，存在唯一的置换 σ(E) ∈ S15 使得
σ(i) = xi。

1. 设 E,F ∈ E 使得 F 是 E 通过移动一次所得的的。证明 σ(E)−1σ(F ) ∈ S15 只依赖于空方格的初
始位置和最终位置，并给出它的轮换类型。

2. 求集合 {σ(E)−1σ(F ) | E,F ∈ E} ⊆ S15。

3. 试问下面哪个数字华容道会出现在 E 中？

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 15 14

1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 14 15

1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 15 14

4. 证明 |E| = 16!
2
。

练习 2.1.20. 我们考虑如下游戏，初始盘面如下图，共有 32 个黑子和一个空白位置：

其游戏规则是每次将一个黑子隔着相邻（水平或者垂直）的另一个黑子跳到空白处，同时将被跳过的黑
子移除。例如我们将第五排左起第二颗黑子跳过同一排左起第三颗黑子可以跳到空白位置，此时游戏界
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面变为下图

请问是否可以使得棋盘上只剩一颗黑子？如果可以，这个黑子可能落在哪里？（提示：考虑将每个位置
赋予 Klein 四元群中的三个非单位元素。）

2.2 子群和循环群

2.2.1 子群

定义 2.2.1. 设 H 为群 G 的非空子集，若 H 关于 G 的运算也构成一个群，那么 H 被称为 G 的子群，
记作 H ≤ G。若 H 6= G，则称 H 为 G 的真子群，记作 H < G。

我们要注意 H 和 G 的运算必须相同才能被称为子群，例如 Q∗ 是 Q 的子集，并且也是一个群，但
是 Q∗ 是在乘法运算下构成一个群，而 Q 是在加法运算下构成一个群，因此 Q∗ 不是 Q 的子群。

例 2.2.2. 1. 作为加法群，我们易知有 Z < Q < R < C。

2. 作为乘法群，同样有 Q∗ < R∗ < C∗。

3. 对任意整数 m，mZ 是 Z 的子群。另一方面，Z 的子群均形如 mZ。

4. 更一般地，设 G 是一个群，设 g ∈ G，记 〈g〉 = {gn | n ∈ Z}，那么 〈g〉 是 G 的一个子群。

5. SL(n),O(n), SO(n) 均为 GL(n) 的子群，而 SO(n) 又是 SL(n) 的子群。

从子群的定义出发如果要证明一个群是子群我们需要验证乘法封闭性，还要验证逆元是否存在，但
是我们如下更简洁的办法来验证。

命题 2.2.3. 设 G 是一个群，H 是 G 的一个非空子集，若对任意 g, h ∈ H 均有 gh−1 ∈ H，那么 H 是
G 的一个子群。

证明. 取 g = h 可知 H 包含单位元。于是对任意 h ∈ H，均有 1 · h−1 = h−1 ∈ H。因此 H 中任意
元素都在 H 中有逆元。最后我们验证乘法封闭性，事实上，对任意 g, h ∈ H，h−1 也在 H 中，因此
gh = g(h−1)−1 ∈ H，故 H 满足乘法封闭性，因此 H 是 G 的子群。

下面我们介绍一些常见的子群。
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定义 2.2.4. 设 G是一个群，A是 G的一个非空子集，我们称集合 CG(A) = {g ∈ G | ga = ag, ∀a ∈ A}
为 A 在 G 中的中心化子。特别地，当 A = G 时，我们称 CG(G) 为 G 的中心，简记为 Z(G)。我们称
集合 NG(A) = {g ∈ G | gAg−1 = A} 为 A 在 G 中的正规化子。

根据定义可知 A的中心化子即为和 A中所有可交换的元素组成的集合，并且 CG(A)一定是 NG(A)

的子群。

命题 2.2.5. 设 G 是一个群，A 是 G 的非空子集，那么 CG(A), NG(A) 均为 G 的子群。

证明. 根据命题2.2.3，我们只需验证对任意 g, h ∈ CG(A) 均有 gh−1 ∈ CG(A) 即可。对任意 a ∈ A，由
于 h ∈ CG(A)，因此 ha = ah，即有 ah−1 = h−1a。因此我们有

(gh−1)a = g(h−1a) = g(ah−1) = (ga)h−1 = (ag)h−1 = a(gh−1).

故 gh−1CG(A)，所有 CG(A)是 G的子群。同样地，对任意 g, h ∈ NG(A)，hAh−1 = A，因此 A = h−1Ah。
所以

(gh−1)A(gh−1)−1 = (gh−1)A(hg−1) = g(h−1Ah)g−1 = gAg−1 = A.

故 gh−1 ∈ NG(A)，所以 NG(A) 是 G 的子群。

例 2.2.6. 1. 当 G 是交换群时，那么对任意非空子集 A ⊆ G 均有 CG(A) = NG(A) = G。

2. 设 G = S3，A = {(1), (1 2 3), (1 3 2)}，那么 CG(A) = NG(A) = A。

3. Z(Q8) = {±1}，Z(D8) = {1, r2}。

4. 当 n ≥ 3 时，Z(Sn) = {(1)}。

5. GL(n) 的中心是 {kIn | k ∈ R∗}。

2.2.2 循环群

定义 2.2.7. 设 G 是一个群，(gi)i∈I ∈ G。我们称 G 中包含 (gi)i∈I 的最小子群为 (gi)i∈I 生成的子群，
记作 〈gi | i ∈ I〉，gi, i ∈ I 被称为 〈gi | i ∈ I〉 的生成元。若 G = 〈g1, . . . , gk〉，我们则称 G 是有限生成
的。特别地，若 G = 〈g〉，我们称 G 是由 g 生成的循环群。

根据定义容易看出来 Z 是由 1 生成的循环群（同样也可以视为由 −1 生成）。设 m 是一个正整数，
群 {e2kπi/m | k = 1, 2, . . . ,m} 则是由 e2πi/m 生成的 m 阶循环群。同样地，群 Z/mZ 也是一个 m 阶循
环群，其一个生成元是 1。更一般地，容易知道 m 阶循环群有如下表现：G = 〈x | xm = 1〉。在下一节
我们将会看到这些 m 阶循环群其实本质上都是一样的。而 Z[

√
−1] 则不是循环群，它由两个元素生成

1,
√
−1。循环群是最简单的一类交换群，它有一个很好的性质是它的子群仍然是循环群。

定理 2.2.8. 设 G 是由 g 生成的循环群，H 是 G 的子群，那么存在非负整数 n 使得 H 是 gn 生成的
循环群。

证明. 由于 G中元素均可表示为 gn 的形式，其中 n ∈ Z。不妨设 n是使得 gan ∈ H 的最小正整数。下面
我们证明 H = 〈gn〉。显然有 〈gn〉 ⊆ H。若存在整数 m 使得 gm ∈ H 但 gm /∈ 〈gn〉。根据欧几里得算法，
存在整数 q, r 使得 m = qn+ r 其中 0 ≤ r < n。由于 gm /∈ 〈gn〉，因此 r 6= 0。于是 gr = gm · (gn)q ∈ H，
这与 n 的最小性矛盾。



2.2 子群和循环群 23

定义 2.2.9. 设 G 是一个群，g ∈ G。若存在正整数 n 使得 gn = 1，则称 g 是有限阶的，使得 gn = 1

成立的最小正整数 n 称为 g 的阶，记作 ord(g) 或者 |g|。

从定义可以看出群 G 是 n 阶循环群当且仅当存在阶为 n 的元素。下面我们介绍几个关于元素阶的
简单性质。

命题 2.2.10. 设 g ∈ G 的阶为 k，若 gm = 1，那么必有 k | m。

证明. 根据带余除法知存在整数 q, r 使得 m = qk + r，其中 0 ≤ r < k。若 r 6= 0，那么 gr = gm−qk =

gm(gk)−q = 1。这与 k 的最小性矛盾。因此 r = 0，即有 k | m。

命题 2.2.11. 设 g ∈ G 的阶为 k，则 gm 的阶为 k
(k,m)

。

证明. 设 ℓ 是 gm 的阶。由于 mk
(k,m)

是 k 的倍数，因此 (gm)
k

(k,m) = 1。因此根据命题2.2.10可知 ℓ | k
(k,m)

。
另一方面由于 gmℓ = 1，同样利用命题2.2.10可知 k | mℓ，因此 k

(k,m)
| ℓ，因此必有 ℓ = k

(k,m)
。

命题 2.2.12. 设 G 是一个群，g, h ∈ G 的阶分别为 n,m 且满足 gh = hg。若 m,n 互素，那么 gh 的
阶为 mn。

证明. 设 gh 的阶为 ℓ。一方面显然有 (gh)mn = gmnhmn = 1，故 ℓ | mn。另一方面根据命题2.2.11可知
(gh)n = gnhn = hn 的阶为 m

(n,m)
= m，因此 m | ℓ。同样地 n | ℓ，由于 m,n 互素，因此 mn | ℓ，故

ℓ = mn。

命题 2.2.13. 设 G 是一个有限交换群，若 G 中元素阶的最大值为 m，那么对任意 g ∈ G 均有 gm = 1。

证明. 首先不妨设 g 的阶为 m，若存在 h ∈ G 使得 hm 6= 1。设 h 的阶为 n，那么 n 不整除 m。因
此存在素数 p 使得 n = n1p

t,m = m1p
k，其中 (n1, p) = (m1, p) = 1 且 t > k。根据命题2.2.11知 gp

k

的阶为 m1，而 hn1 的阶为 pt。于是根据命题2.2.12，gpk

hn1 的阶为 m1p
t。但是根据假设 t > k，因此

m1p
t > m，这与 m 的最大性矛盾。

习题

练习 2.2.1. 讨论下列集合是否是对应群的子群。

1. {a+ ai | a ∈ R} 是否是 (C,+) 的子群。

2. Sn 中所有 2-轮换组成的集合是否是 Sn 的子群。

3. {a ∈ R∗ | a2 ∈ Q} 是否是 (R∗,×) 的子群。

4. D2n 中所有反射组成的集合是否是 D2n 的子群。

5. {1, r2, s, sr2} 是否够成 D8 的子群。

练习 2.2.2. 计算 (1 12 8 10 2)(4 5)(13 11)(7 6 9) 的阶。

练习 2.2.3. 设 p 是一个素数，证明 τ ∈ Sn 的阶为 p 当且仅当 τ 是若干可交换的 p-轮换的乘积。举例
说明合数的情况该结论不对。
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练习 2.2.4. 设 H1,H2,H3, . . . 是 G 的一列子群，且 H1 ⊆ H2 ⊆ H3 ⊆ . . .，证明
⋃

i≥1Hi 是 G 的子
群。反之设 H,K 是群 G 的子群，若 H ∪K 仍是 G 的子群，那么必有 H ⊆ K 或 K ⊆ H。

练习 2.2.5. 设 H 是群 G 的子集，且满足对任意 g, h ∈ H 均有 gh ∈ H，H 是否一定是 G 的子群？

练习 2.2.6. 给出 Z 的所有加法子群。

练习 2.2.7. 给出 Q 的所有有限生成的加法子群。

练习 2.2.8. 设 H,K 为群 G 的子群，记 HK = {hk | h ∈ H, k ∈ K}。证明 HK 是 G 的子群的充要
条件是 HK = KH。

练习 2.2.9. 设 G 是一个 Abel 群，H 是 G 中所有有限阶元素组成的集合，证明 H 是 G 的子群。举
例说明该结论对非 Abel 群不成立。

练习 2.2.10. 证明群 G 的子群个数是有限的当且仅当 G 是有限群。

练习 2.2.11. 设 G 是一个群，证明 CG(Z(G)) = G。

练习 2.2.12. 设 H 是群 G 的子群，集合 {g ∈ G | gHg−1 ⊆ H} 是否构成 G 的子群？

练习 2.2.13. 证明：Z(G1 ×G2 × · · · ×Gn) = Z(G1)× Z(G2)× · · · × Z(Gn)。

练习 2.2.14. 设 n ≥ 3，证明 Z(Sn) = 1。

练习 2.2.15. 证明当 n ≥ 3 时，(Z/2nZ)∗ 不是循环群。

练习 2.2.16. 考虑如下两个复矩阵：

A =

(
0 i
i 0

)
, B =

(
0 1

−1 0

)
.

设 H 是 GL2(C) 中由 A,B 生成的子群。

1. 证明 A4 = I2, A
2 = B2, BA = A3B。

2. 证明 H 的阶为 8。

练习 2.2.17. 设 (Gi)i∈I 是一族群，我们称集合

{(gi) ∈
∏
i∈I

Gi |除有限个指标 i 以外 gi 均为群 Gi 的单位元}�

为群 Gi 的直和，我们记作
⊕

i∈I Gi。证明 Gi 的直和是
∏

i∈I Gi 的子群。

练习 2.2.18. 设 k ≥ 3 是一个正整数，求阶数最小的非交换群 G 使得对任意的 g ∈ G 均有 gk = 1。

练习 2.2.19. 设 G 为一个非平凡群，并且任意两个非单位的元素均共轭，即对任意 x, y ∈ G \ {1}，存
在 g ∈ G 使得 gxg−1 = y。若存在 g ∈ G \ {1} 使得 g 的阶是有限的，证明

(1) G 的所有非单位元素的阶均是素数；
(2) G 的所有非单位元素的阶均是 2；
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(3) G 是阿贝尔群，由此得到 G ' Z/2Z。

练习 2.2.20. 设 p 是一个素数，记 µp∞ := {z ∈ C | 存在 n 使得zp
n

= 1}。对正整数 k 记 µpk = {z ∈
C | zpk

= 1}。证明

1. µpk 是 µpm 的子群当且仅当 k ≤ m；

2. 对任意 k，µpk 均是循环群；

3. µpk，k = 1, 2, . . . 是 µp∞ 的所有真子群；

4. µp∞ 不是有限生成的，即不存在 µp∞ 中的有限个元素 z1, . . . , zt 使得 µp∞ = 〈z1, . . . , zt〉。

群 µp∞ 被称为 Prüfer 群，它是一个所有真子群均为有限群的无限群。

练习 2.2.21. 证明 SL2(Z) 是由

(
1 1

0 1

)
和

(
0 1

−1 0

)
生成的。

练习 2.2.22. 设 In 是 n 阶单位群，Eij 是 (i, j) 位置等于 1，其余位置等于 0 的矩阵。

(1) 证明 GLn(Z) 由如下矩阵生成：

• In + Eij , i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j；

• In + Eij + Eji − Eii − Ejj , i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j。

(2) 证明 SLn(Z) 由矩阵 In + Eij , i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j 生成。
(3) 证明 GLn(Z) 由矩阵 In + Eij , i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j 及 In − 2Enn 生成。
(4) 证明 GLn(Z) 可由三个矩阵生成。（提示：其中一个取 In + E12，另两个取合适的置换矩阵。）

练习 2.2.23. 设 G 是有限生成的，试问 G 的子群是否一定是有限生成的？

2.3 陪集和商群

2.3.1 群同态

定义 2.3.1. 设 (G, ·) 和 (H, ◦) 是两个群。若映射 f : G → H 满足对任意 g1, g2 ∈ G 均有 f(g1 · g2) =
f(g1) ◦ f(g2)，那么我们称 f 是一个群同态。我们称 ker f := {g ∈ G | f(g) = 1} 为 f 的核。若 f 还是
一个双射，那么我们称 f 是一个群同构，记作 G ' H。

在不会引起混淆的情况下，我们会省略两个群的运算符号，即写成 f(g1g2) = f(g1)f(g2)。注意到
群同态总是将单位元映射到单位元，事实上，我们取 g1 = g2 = 1，即有 f(1) = f(1)f(1)，两边同时乘
以 f(1)−1 即得 f(1) = 1。

例 2.3.2. 1. 注意在群同态的定义中 a 和 b 之间的运算是 G 中的运算，而 f(a) 和 f(b) 之间的运算
则是 H 中的运算，两者不需要相同。例如考虑加法群 R 和乘法群 R>0，那么指数映射给出了一
个群同态：

exp : R −−→ R>0

x 7−−→ exp(x).

事实上这还是一个群同构。
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2. 高等代数中的行列式也可以给出 GLn(K) 到 K∗ 的一个群同态：

det : GLn(K) −−→ K∗

A 7−−→ det(A).

3. 设 G 是一个群，g 是群 G 中的一个元素，那么我们有如下群同态

f : Z −−→ G

n 7−−→ gn.

4. 考虑映射 f : D6 → S3，其中 f(sirj) = (1 2)i(1 2 3)j。可以验证 f 是一个群同构。更一般地，因
为 D2n 中的元素即为正 n 边形的刚体变换，因此它可以被视作 n 个顶点上的置换，由此可以构
造 D2n 到 Sn 的一个自然映射：r 7→ (1 2 . . . n), s 7→ (1 n)(2 n− 1) · · · ([n+1

2
] [n+2

2
])。

命题 2.3.3. 设 f : G→ G′, f ′ : G′ → G′′ 为两个群同态，那么 f ′ ◦ f : G→ G′′ 也是群同态。更进一步，
若 f, f ′ 都是同构，那么 f ′ ◦ f 也是同构。

证明. 直接验证即可。

命题 2.3.4. 设 f : G→ G′ 是一个群同态。

1. 若 H 是 G 的一个子群，那么 f(H) 是 G′ 的一个子群；

2. 若 H ′ 是 G′ 的一个子群，那么 f−1(H ′) 是 G 的一个子群；

3. G 中所有包含 ker f 的子群和 G′ 中所有包含在 Im f 中的子群一一对应。

证明. 1 和 2 可由子群的定义直接验证。对于第三条，我们考虑如下对应： G 中包含

ker f 的子群 H


Ψ

H 7→f(H)

H′ 7→f−1(H′)

Φ

 G′ 中包含在

Im f 中的子群 H ′

 .

我们只需验证 Ψ ◦Φ 和 Φ ◦Ψ 均为恒等映射即可。对任意 G′ 中包含在 Im f 中的子群 H ′，Ψ ◦Φ(H ′) =

Ψ(f−1(H ′)) = f(f−1(H ′))。根据定义显然有 f(f−1(H ′)) ⊆ H ′。另一方面，对任意 h′ ∈ H ′，由于 H ′ ⊆
Im f，因此存在 h ∈ G使得 f(h) = h′，即有 h ∈ f−1(H ′)。因此 H ′ ⊆ f(f−1(H ′))。故 Ψ ◦Φ(H ′) = H ′。

反之，对任意 G中包含 ker f 的子群 H，我们有 Φ◦Ψ(H) = Φ(f(H)) = f−1(f(H))。根据定义显然
有 H ⊆ f−1(f(H))。另一方面，对任意 h ∈ H，若 g ∈ f−1(f(h))，即有 f(g) = f(h)，于是 h−1g ∈ ker f，
而 H 包含 ker f，因此 g ∈ H，即有 f−1(f(h)) ⊆ H，故 Φ ◦Ψ(H) = H。

定义 2.3.5. 设 G 是一个群，我们称 G 到自身的同构为 G 的自同构，我们记 G 上所有的自同构组成
的集合为 Aut(G)。

命题 2.3.6. 设 G 是一个群，那么 Aut(G) 在映射的复合运算下构成一个群，我们称该群为自同构群。

证明. 设 f1, f2 ∈ Aut(G)，根据命题2.3.3可知 f1f2 也是 G 上的自同构，因此 Aut(G) 在映射的复合运
算下是封闭的。容易看出 idG 是 Aut(G) 中的单位元，f−1 是 f 的逆元。
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例 2.3.7. 一般来说，计算一个群的自同构群并不是一件简单的事，我们下面计算一些比较简单的群的
自同构群。

1. 当 G ' Z/2Z 时，设 f ∈ Aut(G)，由于 f 将单位元映射到单位元，并且 f 是双射，所以只能将
唯一的非单位元映射到自身，这意味着 f 只能是恒等映射。故 Aut(G) ' {1}。

2. 更一般地，假设 G = Z/nZ 其中 n ≥ 2 是一个正整数，那么我们可以证明 Aut(G) ' (Z/nZ)∗。事
实上，我们构造如下映射

Ψ : (Z/nZ)∗ −−→ Aut(G)
a 7−−→ Ψ(a) : k 7→ ak.

容易看出上述映射是定义良好的。下面我们验证它是群同态，对任意 a, b ∈ (Z/nZ)∗，及 k ∈ Z/nZ，
我们有

(Ψ(a) ◦Ψ(b))(k) = Ψ(a)(bk) = abk = Ψ(ab)(k).

这表明 Ψ(a) ◦Ψ(b) = Ψ(ab)，即 Ψ 是群同态。若 a ∈ kerΨ，那么对任意 k ∈ Z/nZ 均有 k = ak，
特别地，取 k = 1 即可知 a = 1。因此 Ψ 是单射。最后我们证明 Ψ 是满射。对任意 f ∈ Aut(G)，
由于 G 是循环群，因此 f 由 f(1) 唯一决定，因此不妨设 f(1) = a，于是我们有 Ψ(a) = f。因此
Ψ 是满射。

3. 对于非交换群而言，计算其自同构群往往更加困难，但是我们有如下方法可以找到一类自同构。设
G 是一个群，对任意 g ∈ G，记

φg : G −−→ G

h 7−−→ ghg−1.

那么 φg ∈ AutG 且 InnG = {φg | g ∈ G} 是 AutG 的一个子群。我们称其为 G 的内自同构群。

2.3.2 陪集

定义 2.3.8. 设 H 是群 G 的子群，对任意 g ∈ G，我们称集合 gH = {gh | h ∈ H},Hg = {hg | h ∈ H}
分别为 H 在 G 中的左陪集和右陪集。陪集中的任意元素都称为该陪集的一个表示。

从定义可以看出若 G 是交换群，那么它的所有左陪集和右陪集均是相等的。然而一般的群，左右
陪集却不一定相等。

例 2.3.9. 设 G = S3，H = {(1), (1 2)}。那么 H 有三个左陪集，分别为

{(1), (1 2)}, {(1 3), (1 2 3)}, {(2 3), (1 3 2)}.

H 同样有三个右陪集，分别为

{(1), (1 2)}, {(1 3), (1 3 2)}, {(2 3), (1 2 3)}.

容易看出 H 在 G 中的左右陪集并不完全相同。

那么一个自然的问题便是什么时候 H 的左陪集和右陪集会相等，在回答这个问题之前，我们先给
出陪集的一些基本性质。
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引理 2.3.10. 设 H 是 G 的一个子群，a, b ∈ G，那么我们有

1. aH = bH ⇐⇒ a−1b ∈ H ⇐⇒ b ∈ aH。对右陪集同样也有 Ha = Hb ⇐⇒ ab−1 ∈ H ⇐⇒ a ∈
Hb。

2. |aH| = |Ha| = |H|。

3. 若 aH ∩ bH 6= ∅，那么 aH = bH。

证明. 1. 若 aH = bH，那么存在 h ∈ H 使得 a · h = b · 1，因此 a−1b = h ∈ H。若 a−1b ∈ H，那么存
在 h ∈ H 使得 a−1b = h，因此 b = ah ∈ aH。若 b ∈ aH，那么存在 h ∈ H 使得 b = ah，因此对任意
h′ ∈ H 均有 bh′ = ahh′ ∈ aH，故 bH ⊆ aH。同理 ah′ = bh−1h′ ∈ bH，因此 aH ⊆ bH。故 bH = aH。
右陪集同理可证。

2. 由定义知 aH,Ha,H 之间有一一对应，故必有 |aH| = |Ha| = |H|。
3. 若 aH ∩ bH 6= ∅，不妨设 h1, h2 ∈ H 使得 ah1 = bh2。即有 b = ah1h

−1
2 ∈ aH，由 1 可知

aH = bH。

上述引理的第三条表明 G 可以写成 H 的左陪集的无交并：

G =
∐
i∈I

aiH. (2.1)

我们称 {ai}i∈I 为 H 在 G 中的（左）陪集代表元，I 的基数称作 H 在 G 中的指数，记作 |G : H|。这
些结论对右陪集也同样成立，并且左右陪集的个数是相等的。事实上，我们可以定义如下双射：

ρ : {aH | a ∈ G} −−→ {Ha | a ∈ G}
aH 7−−→ Ha−1.

利用上面的结论我们可以得到著名的 Lagrange 定理。

定理 2.3.11 (Lagrange 定理). 设 H 是 G 的一个子群，那么我们有

|G| = |H||G : H|.

特别地，|H| 整除 |G|。

证明. 若 G是无限群，当 H 也是无限群时，结论显然成立。当 H 是有限群时，由于 G可以写成 |G : H|
个元素个数均为 |H| 的集合的无交并，因此必有 |G : H| =∞。故结论同样成立。

若 G 是有限群，由 (2.1) 即引理2.3.10的第二条可知

|G| =
∑
i∈I

|aiH| =
∑
i∈I

|H| = |I||H| = |H||G : H|.

从 Lagrange 定理可以容易得到如下推论。

推论 2.3.12. 设 G 是 n 阶有限群，g ∈ G，那么我们有 gn = 1。

证明. 设 H = 〈g〉 为由 g 生成的子群，于是 g|H| = 1。另一方面由 Lagrange 定理2.3.11可知 |H| 整除
n，因此 gn = 1。

Lagrange 定理表明 G 的子群的阶一定整除 |G|。那么 Lagrange 定理逆命题是否成立呢？即对任意
整除 |G| 的整数 n，是否一定存在阶为 n 的子群？一般来说这个结论并不成立，但是对一些特殊的 n，
这个结论是成立的。这便是我们接下来要证明的 Cauchy 定理和 Sylow 定理。
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2.3.3 商群

从第一章我们知道，给定集合上的一个等价关系，我们便可定义该集合在这个等价关系下的商集。
而从上一节我们知道 H 的所有左陪集构成了 G 的一个划分，从而给出了一个等价关系。因此我们可以
定义商集 G/H = {aH | a ∈ G}。然而仅从集合论的角度讨论商没有太大意义，我们需要讨论何时 G/H

有一个自然的群结构并且使得投影映射 π : G→ G/H 是一个群同态？
如果存在这样的群结构，设其乘法为 ◦，那么我们一定有

(gH) ◦ (g′H) = π(g) ◦ π(g′) = π(gg′) = gg′H.

因此如果群结构存在，那么一定是唯一。所以现在的问题变成了上述运算是否给出了 G/H 上的一个群
结构？然而答案是否定的。我们注意到

kerπ = {g ∈ G | gH = H} = H.

而 kerπ 满足对任意 g ∈ G 均有 g kerπg−1 ⊆ kerπ。由此我们可以给出如下定义。

定义 2.3.13. 设 H 是 G 的一个子群，若对任意 g ∈ G 均有 gHg−1 ⊆ H，则称 H 是一个正规子群，记
作 H ⊴G。

例 2.3.14. 1. 对任意群 G，{1} 和 G 都是 G 的正规子群。

2. 交换群的所有子群都是正规子群。

3. H1 = 〈(1 2)〉 不是 S3 的正规子群，但 H2 = 〈(1 2 3)〉 是 S3 的正规子群。

4. 〈s〉 不是 D8 的正规子群，但 〈r〉, 〈r2, s〉 均是 D8 的正规子群。

5. 设 f : G→ G′ 是一个群同态，那么 ker f 是 G 的正规子群。

6. Z(G) 是 G 的正规子群。

7. 设 H 是 G 的任意一个子群，那么 H 是 NG(H) 的正规子群。

定理 2.3.15. 设 H 是 G 的一个子群，那么 G/H 存在一个群结构且使得投影映射 π : G→ G/H 是群
同态当且仅当 H 是 G 的正规子群。

证明. 若 G/H 是一个群，且 π : G→ G/H 是群同态，由于 H = kerπ，而 kerπ 是 G 的正规子群，因
此 H 是 G 的正规子群。反之。若 H 是 G 的正规子群，我们定义 G/H 上的运算为 aH · bH = aHbH，
由于 H 是正规子群，因此 b−1Hb = H，故 aHbH = abb−1HbH = abH。由于

(aH · bH) · cH = abH · cH = abcH = aH · bcH = aH · (bH · cH).

因此该运算满足结合律。容易看出 H 是 G/H 的单位元，(aH)−1 = a−1H。这表明 G/H 是一个群。

命题 2.3.16 (商群的泛性). 设 H 是 G 的一个正规子群，f : G→ G′ 是一个群同态且满足 H ⊂ ker f。
那么存在唯一的群同态 f̄ : G/H → G′ 使得 f = f̄ ◦ π，即有如下交换图表

G G′

G/H

f

π
f̄
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证明. 若这样的群同态存在，那么我们一定有 f̄(aH) = f(a) 因此，这样的群同态一定是唯一的。下面
我们验证 f̄(aH) = f(a) 是满足条件的群同态。首先我们需要验证它是定义良好的，若 aH = bH，由
引理2.3.10知 a−1b ∈ H，由于 H ⊆ ker f，因此 f(a−1b) = 1，即有 f(a) = f(b)。故 f̄(aH) = f(a) =

f(b) = f̄(bH)。因此 f̄ 是定义良好的。因为

f̄(aH)f̄(bH) = f(a)f(b) = f(ab) = f̄(abH),

故 f̄ 是群同态。最后根据定义显然有 f = f̄ ◦ π。

例 2.3.17. 1. mZ 均为 Z 的正规子群，因此其对应的商群为 Z/mZ，该商群上的运算和我们在
例2.1.2中的第五个例子是一致的，只是在例五中我们在陪集 k+mZ 中选了一个特定的代表元，即
为大于等于 0 小于 m 的数。

2. H = 〈(1 2 3)〉 是 S3 的正规子群，而且 S3/H 的阶等于 2，所以我们有 S3/H ' Z/2Z。

3. 〈i〉 是 Q8 的正规子群，由于 Q8/〈i〉 的阶为 2，因此我们同样有 Q8/〈i〉 ' Z/2Z。〈−1〉 同样是 Q8

的正规子群，此时 Q8/〈−1〉 ' Z/2Z× Z/2Z。

4. 〈r2〉 是 D8 的正规子群，此时我们有 D8/〈r2〉 ' Z/2Z× Z/2Z。

2.3.4 同构定理

这一节我们介绍几个同构定理。

定理 2.3.18 (第一同构定理). 设 φ : G→ H 是一个群同态，那么 kerφ 是 G 的正规子群，并且有群同
构 G/ kerφ ' φ(G)。

证明. 根据商群的泛性2.3.16可知我们有同态 φ̄ : G/ kerφ → φ(G)。该同态显然是满射，我们只需验证
它是单射即可。若 φ̄(a kerφ) = 1，根据定义可知 φ(a) = 1，即有 a ∈ kerφ，故 φ̄ 是单射。

定理 2.3.19 (第二同构定理). 设 G 是一个群，A,B 是 G 的子群并满足 A ≤ NG(B)。那么 AB 是 G

的子群，且 B ⊴AB,A ∩B ⊴A 以及同构 AB/B ' A/A ∩B。

证明. 设 a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B，由于 A 包含在 NG(B) 中，因此 a2Ba
−1
2 = B。故 a1b1(a2b2)

−1 =

a1b1b
−1
2 a−1

2 = a1a
−1
2 (a2b1b

−1
2 a−1

2 ) ∈ AB，故根据命题2.2.3知 AB 是 G 的子群。

定理 2.3.20 (第三同构定理). 设 G是一个群，H,K 均为 G的正规子群，且 H ≤ K。那么 K/H⊴G/H
且 (G/H)/(K/H) ' G/K。

证明. 对任意 gH ∈ G/H 及 kH ∈ K/H，有 (gH)(kH)(gH)−1 = gkg−1H ∈ K/H。故 K/H 是 G/H

的正规子群。考虑自然同态 G/H → G/K，gH 7→ gK。该同态的核即为 {gH | g ∈ K} = K/H。因此
由第一同构定理即得 (G/H)/(K/H) ' G/K。
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习题

练习 2.3.1. 设 f : G→ H 是一个群同态。

1. 证明对任意 g ∈ G,n ∈ Z 均有 f(gn) = f(g)n。

2. 若 f 是群同构，证明对任意 g ∈ G 均有 ord(f(g)) = ord(g)

练习 2.3.2. 判断下列群是否是同构

1. 作为乘法群的 R∗ 和 C∗；

2. 作为加法群的 Z 和 Q；

3. Sn 和 Sm；

4. D24 和 S4。

5. 习题2.2.16中的群 H 和四元数群 Q8。

练习 2.3.3. 设 G1, G2, . . . , Gn 是 n 个群，σ ∈ Sn。证明下列映射是群同构：

φσ : G1 ×G2 × · · · ×Gn −−−→ Gσ(1) ×Gσ(2) × · · · ×Gσ(n)

(g1, g2, . . . , gn) 7−−−→ (gσ(1), gσ(2), . . . , gσ(n)).

练习 2.3.4. 1. 证明映射 f : G→ G，f(g) = g−1 是同构当且仅当 G 是 Abel 群。

2. 证明映射 f : G→ G，f(g) = g2 是同态当且仅当 G 是 Abel 群。

练习 2.3.5. 1. 求所有从 (Q,+) 到 (Z,+) 的群同态。

2. 求所有从 (Q,+) 到 (Q∗
>0,×) 的群同态。

练习 2.3.6. 记 µ∞ := {z ∈ C |存在正整数 n 使得zn = 1}。

1. 证明
⊕

p µp∞ ' µ∞，这里
⊕
是练习2.2.17中的直和，其中 p遍历所有的素数，µp∞ 是练习2.2.20中

的 Prüfer 群。

2. 证明加法群 Q/Z 中的每个元素均是有限阶的。

3. 证明 Q/Z ' µ∞。

练习 2.3.7. 设 G 是一个群且 |AutG| = 1，证明 |G| ≤ 2。

练习 2.3.8. 证明 Aut(D8) ' D8。

练习 2.3.9. 设 H 是群 G 的子群，K 是 H 的子群，若 |G : H| 和 |H : K| 均是有限数，证明 |G : K|
也是有限的，并且有 |G : K| = |G : H||H : K|。

练习 2.3.10. 设 H,K 是群 G 的子群，其中 |G : H| = m, |G : K| = n。若 m,n 互素，证明 |G :

H ∩K| = mn。

练习 2.3.11. 设 H,K 是群 G 的子群且 [G : H] = [G : K] = n <∞。
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1. 证明存在 g1, g2, . . . , gn ∈ G 使得

G =
n⋃

i=1

giH =
n⋃

i=1

Hgi.

2. 证明存在 g1, g2, . . . , gn ∈ G 使得

G =
n⋃

i=1

giH =
n⋃

i=1

Kgi.

练习 2.3.12. 证明一族正规子群的交仍是正规子群。

练习 2.3.13. 设 H 是群 G 的子群，且其指数是有限的。证明对任意 g ∈ G 均存在整数 n 使得 gn ∈ H。

练习 2.3.14. 设 H 是群 G 的子群且 [G : H] = 2，证明 H 是正规子群。

练习 2.3.15. 设 H 是 G 的正规子群，K 是 G 的子群，证明 KH 是 G 的子群。

练习 2.3.16. 设 k 整除 n。证明 〈rk〉 是 D2n 的正规子群且 D2n/〈rk〉 ' D2k。

练习 2.3.17. 设 G1, G2 是两个群，证明 (G1 ×G2)/G1 ' G2。

练习 2.3.18. 设 H1,H2, . . . , Hn 分别为 G1, G2, . . . , Gn 的正规子群。证明 H1 × H2 × · · · × Hn 是
G1 ×G2 × · · · ×Gn 的正规子群，并且有同构

(G1 ×G2 × · · · ×Gn)/(H1 ×H2 × · · · ×Hn) ' (G1/H1)× (G2/H2)× · · · × (Gn/Hn).

练习 2.3.19. 设 H,K 是群 G 的两个正规子群，且 H
⋂
K = {1}。证明对任意 h ∈ H, k ∈ K，均有

hk = kh。

练习 2.3.20. 设 G 是一个有限群，N 是 G 的正规子群。若存在 G 的子群 H 使得 H
⋂
N = {1} 且

G = NH，则称 H 是 N 在 G 中的一个补。

1. 证明若 N 在 G 中的补存在，则所有的补都是同构的。

2. 假设 Z(N) = {1} 且 Aut(N) = Inn(N)。证明 N 在 G 中的补存在，并且存在唯一一个补 H 使
得 H 是 G 的正规子群。

练习 2.3.21. 设 G 是一个有限群，H 是 G 的子群，N 是 G 的正规子群。若 |H| 和 |G : N | 互素，证
明 H 是 N 的子群。

练习 2.3.22. 1. 证明 Q 没有指数有限的真子群。

2. 证明 Q 没有极大子群，即对任意真子群 H ( Q，均存在真子群 H ′ 使得 H ( H ′ ( Q。

练习 2.3.23. 设 G 是一个群，对任意 g, h ∈ G，记 [g, h] = g−1h−1gh 为 g, h 的换位子，并记 G 中的
所有的换位子生成的子群为 D(G)，我们称之为 G 的换位子群或导出子群。

1. 证明 D(G) 是 G 的正规子群。

2. 证明 G 是 Abel 群当且仅当 D(G) = {1}。

3. 证明 G/D(G) 是 Abel 群。
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练习 2.3.24. 1. 证明当 n ≥ 2 时，证明 D(GLn(R)) = D(SLn(R)) = SLn(R)。

2. 当 n ≥ 3 时，证明导出子群 D(SLn(Z)) 等于 SLn(Z)。

3. D(SL2(Z)) 是否等于 SL2(Z)？如果不相等，[SL2(Z) : D(SL2(Z))] 等于多少？

练习 2.3.25. 证明 InnG 是 AutG 的正规子群，且有 InnG ' G/Z(G)。

练习 2.3.26. 1. 设 G 是一个群，若 G/Z(G) 是循环群，证明 G 是 Abel 群。

2. 设 p 是一个素数，证明 p2 阶群必同构于 Z/p2Z 或 (Z/pZ)× (Z/pZ)。

练习 2.3.27. 设 G 是一个阶为 pn 的群，其中 p 是素数，证明对任意 0 ≤ k ≤ n，G 有一个阶为 pk 的
正规子群。

练习 2.3.28. 设群 G 是有限生成的，H 是 G 的子群且 G/H 是有限群，是否有 H 也是有限生成的？

练习 2.3.29. 设 G = D16 为 16 阶的二面体群。

1. 证明由 r4 生成的子群是 G 的正规子群。记 G = G/〈r4〉。

2. 将元素 rs, sr−2s, s−1r−1sr 写成 sarb 的形式，其中 a, b 是整数。

3. 证明 H = 〈s, r2〉 是 G 的正规子群，且 H 同构于 Z/2Z× Z/2Z。

练习 2.3.30. 设 G = 〈σ, τ | σ8 = τ2 = 1, στ = τσ3〉。

1. 证明 〈σ4〉 是 G 的正规子群。记 G = G/〈σ4〉。

2. 计算 τσ, τσ2, τσ3 的阶。

3. 将 στ, τσ−2τ , τ−1σ−1τσ 写成 τaσb 的形式。

4. 证明 G ' D8。

练习 2.3.31. 设 H,K 是两个子群，f : K → Aut(H) 是一个群同态。我们在集合 H ×K 上定义如下
运算 ⋆f：

(h, k) ⋆f (h′, k′) := (h(f(k))(h′), kk′).

1. 证明集合 H ×K 在上述运算下构成一个群，我们称之为 H,K 关于 f 的（外）半直积，并记作
H of K。

2. 设 f : Z/2Z→ Aut(Z/nZ) 定义为 (f(k))(m) := (−1)km，证明 Z/nZ of Z/2Z ' D2n。

3. 设 H 是群 G 的一个正规子群，K 是 H 在 G 中的补（见习题2.3.20）。定义 f : K → Aut(H) 为
k 7→ (h 7→ khk−1)。那么映射 H of K → G, (h, k) 7→ hk 是一个群同构。我们称 G 是 H,K 的内
半直积。

4. 记 S ⊆ S4 为 {1} 的稳定化子，即为 {σ ∈ S4 | σ(1) = 1}。证明 S ' S3 且 S 是 K =

{(1), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)} 在 S4 中的补。

5. 证明 S4 ' K o S。
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练习 2.3.32. 设 A 是有限阿贝尔群，ϕ : A→ A 是一个群同态。定义

Anil := {x ∈ A |存在 k ≥ 1 使得 ϕk(x) = 0}.

证明存在唯一的子群 A0 使得 ϕ|A0
是 A0 上的一个同构且 A = A0 ⊕Anil。

2.4 群作用

2.4.1 群作用和置换表示

这一节我们考虑群在集合上的作用，群作用的思想在数学中是非常重要的思想，因为我们对群和集
合赋予了更多的结构，因此我们能得到更多的信息。例如群表示则是研究的群在线性空间上的作用。我
们首先给出群作用的定义。

定义 2.4.1. 群 G 在集合 X 上的一个群作用是指从 G×X 到 X 的一个映射并满足如下几条性质：

1. 对任意 g1, g2 ∈ G 及 x ∈ X 均有 g1 · (g2 · x) = (g1g2) · x；

2. 对任意 x ∈ X 均有 1 · x = x。

为简单起见，在不引起混淆的情况下我们将把 g · x 简记为 gx，但是大家要注意区分它和群中元素的乘
法。

下面我们给出几个简单的例子。更多的例子将在后面给出。

例 2.4.2. 1. 若对任意 g ∈ G 及 x ∈ X 均有 gx = x，那么这显然是一个群作用，我们称之为平凡作
用。

2. 设 V 是实数域 R 上的线性空间，那么数乘运算给出了乘法群 R∗ 到 V 上的一个作用。

3. 设 V 是实数域 R 上的线性空间，那么 GL(V ) 在 P(V ) 上有一个自然的作用，即对任意 A ∈
GL(V ), α ∈ P(V )，我们有 A · α = A(α)，其中 P(V ) 的定义见例1.2.3。

4. 设 X 是一个非空集合，SX 是 X 上的对称群，那么 σ · x = σ(x) 是 SX 在 X 上的一个作用。

5. 记 Sn−1 = {α = (a1, . . . , an)
T ∈ Rn | αTα = 1}。那么 O(n) 在 Sn−1 上有一个自然的作用，即为

g · α = gα，其中 gα 是矩阵的乘法。

例 2.4.3. 记 H = {x + yi | y > 0} 为上半平面，我们考虑矩阵群 SL2(Z) 在 H 上的作用：对任意

γ =

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z), z ∈ H，我们定义

γ · z = az + b

cz + d
. (2.2)

由于

Im
(
az + b

cz + d

)
= Im

(
(az + b)(cz̄ + d)

|cz + d|2

)
=

y

|cz + d|2
> 0,
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其中 z = x+ yi，因此 γ · z ∈ H。下面我们验证上面确实定义了 SL2(Z) 在 H 上的作用。根据定义显然

有

(
1 0

0 1

)
· z = z，因此我们只需验证第一条即可。设 γ1 =

(
a1 b1

c1 d1

)
, γ2 =

(
a2 b2

c2 d2

)
∈ SL2(Z)。一

方面我们有

γ1 · (γ2 · z) = γ1 ·
a2z + b2
c2z + d2

=
a1

a2z+b2
c2z+d2

+ b1

c1
a2z+b2
c2z+d2

+ d1
=

(a1a2 + b1c2)z + (a1b2 + b1d2)

(c1a2 + d1c2)z + (c1b2 + d1d2)
.

另一方面我们有

γ1γ2 =

(
a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2

c1a2 + d1c2 c1b2 + d1d2

)
.

因此有

(γ1γ2) · z =
(a1a2 + b1c2)z + (a1b2 + b1d2)

(c1a2 + d1c2)z + (c1b2 + d1d2)
= γ1 · (γ2 · z).

这便验证了群作用定义的第一条，因此(2.2)给出了 SL2(Z) 在 H 上的一个作用。

例2.4.2中的第四个例子指出了对称群可以自然的看作一个群作用。事实上，反过来，任何一个群作
用，也能视作集合 X 上的置换。

定理 2.4.4. 设 G 在 X 上有一个群作用，设 g ∈ G，定义

σg : X −−→ X

x 7−−→ g · x.

那么 σg 是 X 上的一个置换，即 σg ∈ SX，并且 g 7→ σg 是从群 G 到 SX 的一个群同态。

证明. 我们先证明 σg 是 X 到 X 的一个双射，对任意 y ∈ X，根据定义可知

σg(g
−1 · y) = g · (g−1 · y) = (gg−1) · y = 1 · y = y.

这表明 σg 是满射。另一方面若存在 x1, x2 ∈ X 使得 σg(x1) = σg(x2)，即 g · x1 = g · x2，将此式两边
同时用 g−1 作用可得 x1 = x2，因此 σg 也是单射。下面我们证明 g → σg 是群同态。事实上，对任意
g1, g2 ∈ G 以及 x ∈ X，我们有

(σg1 ◦ σg2)(x) = σg1(σg2(x)) = g1 · (g2 · x) = (g1g2) · x = σg1g2(x).

因此 σg1 ◦ σg2 = σg1g2。

下面我们通过一个更具体的例子来展示如何把群作用视作集合 X 上的置换。

例 2.4.5. 我们构造一个 S5 在六元集合上的作用。我们记 X = {a, b, c, d, e, f} 为如下六个图组成的集
合。

4 3

2

1

5

a 4 3

2

1

5

b
4 3

2

1

5

c
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4 3

2

1

5

d
4 3

2

1

5

e 4 3

2

1

5

f

这六个图均可以看成两个闭环组成的图形，即红色闭环和蓝色闭环。例如，图 a 的红色闭环可视为
1− 2− 3− 4− 5，蓝色闭环可视为 1− 3− 5− 2− 4。我们定义 S5 在 X 上的作用为 S5 分别作用在两
个不同颜色的闭环上，例如我们考虑 σ = (1 2) ∈ S5，那么它将红色闭环作用为 2− 1− 3− 4− 5，将
蓝色闭环作用为 2− 3− 5− 1− 4。这便是图 d，注意到这个作用并不保持闭环颜色不动。因此我们有
σ · a = d。同样地，图 b 的两个闭环分别为 1 − 2 − 3 − 5 − 4 和 1 − 3 − 4 − 2 − 5，那么 σ 在这两个
闭环上的作用分别变为 2− 1− 3− 5− 4 和 2− 3− 4− 1− 5，此即为图 c，即有 σ · b = c。同样我们
可以验证 σ · e = f。于是 σ 在 X 上的作用等同于 SX 中的元素 (a d)(b c)(e f)。对于 S5 中的其它元
素我们同样也能按照上述方法定义它在 X 上的作用，直接验证容易知道这构成一个群作用。由此我们
可以得到一个群同态 S5 → SX。类似地我们可以验证 (1 2 3) 在 X 上的作用等同于 (a f c)(b e d)。而
(1 2 3 4) 在 X 上的作用则等同于 (a c e b)。

注 3. 上述定理中的映射 G → SX , g 7→ σg 的核称为该群作用的核。特别地，若该同态是单射，那么我
们称 G 在 X 上的作用是忠实的。容易看出来，元素 g 属于该群作用的核当且仅当对任意 x ∈ X 均有
g · x = x。

定义 2.4.6. 设 G 是 X 上的一个群作用，对任意 x ∈ X，我们称集合 Gx = {g ∈ G | g · x = x} 为 x 的
稳定化子。我们称集合 orbit(x) = {g · x | g ∈ G} 为 G 中包含 x 的轨道。若 X 只有一个轨道，那么我
们称该作用是可迁的。

例 2.4.7. 对于例2.4.2中的例子，我们分别计算它们的轨道。

1. 对于平凡作用而言，X 中的每一个元素均为一个轨道，因此当 X 中元素个数 ≥ 2 时，平凡作用
不是可迁的。

2. 对于非零向量 x, y ∈ V 而言，它们在同一个轨道中，当且仅当存在 k ∈ R∗ 使得 x = ky，即 x, y

线性相关。因此 x 所在的轨道即为所有和 x 线性相关的非零向量组成的集合。从几何上来看即为
所有过原点的直线（挖去原点）。而零向量自己构成一个单独的轨道。

3. 对任意非零向量 α, β ∈ V，我们知道存在 A ∈ GL(V ) 使得 A(α) = β。因此 A ·α = β。故该作用
是可迁的。

4. 对任意 x, y ∈ X，我们取对换 σ = (x y) ∈ SX，于是 σ · x = y。因此该作用是可迁的。

5. 设 x ∈ Sn−1 是一个单位向量，根据高等代数的知识我们知道 x 可扩充为一组标准正交向量组
x, α2, . . . , αn，记 Q = (x, α2, . . . , αn)，于是 Q ∈ SO(n)，并且 Qe1 = x，其中 e1 = (1, 0, . . . , 0)T。
因此任意一个单位向量都和 e1 在同一个轨道中，故该作用是可迁的。
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我们可以通过轨道将 A 划分为若干个等价类。

定理 2.4.8. 设 G 是 X 上的一个群作用，对任意 x, y ∈ X，我们定义 x ∼ y 当且仅当 y ∈ orbit(x)，那
么这是 X 上的一个等价关系，并且对任意 x ∈ X 有 | orbit(x)| = [G : Gx]。

证明. 等价关系的三个条件均可从定义直接验证。下面我们证明 Gx 是 G 的一个子群。事实上，对任意
g, h ∈ Gx，由于 h · x = x，两边同时乘以 h−1 即得 h−1 · x = x，故 (gh−1) · x = g · (h−1 · x) = g · x = x。
这表明 gh−1 ∈ Gx，由命题2.2.3可知 Gx 是 G 的子群。最后我们构造一个 Gx 的陪集集合到 orbit(x)
的一个双射。

Ψ : {gGx | g ∈ G} −−→ orbit(x)
gGx 7−−→ g · x.

由于 Gx 中元素作用在 x 上不动，因此 Ψ 是定义良好的。容易看出 Ψ 是满射，因此我们只需证明 Ψ 是
单射即可，若存在 g1, g2 ∈ G使得 g1 ·x = g2 ·x，两边同时乘以 g−1

2 可得 g−1
2 g1 ·x = x，即有 g−1

2 g1 ∈ Gx，
因此由引理2.3.10可知 g2Gx = g1Gx，故 Ψ 是单射。所以集合 orbit(x) 的元素个数等于 [G : Gx]。

作为应用，我们可以证明如下 Burnside-Frobenius 定理。

定理 2.4.9 (Burnside-Frobenius). 设 G 是一个有限群，且作用在有限集 X 上。记 r 为 X 中不同的轨
道个数，对 g ∈ G，记 Fix(g) 为 X 中被 g 固定的元素。那么我们有

r =
1

|G|
∑
g∈G

|Fix(g)|.

证明. 我们考虑集合 S = {(g, x) ∈ G × X | gx = x}。一方面我们有 |S| =
∑

g∈G |Fix(g)|。另一方面，
设 X1, . . . , Xr 是 X 中不同的轨道，那么我们有

|S| =
∑
x∈X

|Gx| =
∑
x∈X

|G|
| orbit(x)| = |G|

r∑
i=1

|Xi| ×
1

|Xi|
= |G|r.

该定理的一个经典的应用是组合计数，我们下面举一个例子加以说明。考虑一个 2× 2 的方框，每
个小方框可以任意染 k 种颜色中的一种，那么共有多少种染色方法？我们这里约定若两种染色是旋转
或者镜像对称相同的，那么则认为它们是一种染色，例如下面四个图则被视为同一种染色：

我们需要把问题转化为群论的语言，为简单起见，我们先考虑 k = 2 的情况。令

G = D8 = {1, r, r2, r3, s, sr, sr2, sr3}.

我们用 c1, c2 分别代指两种不同的染色，我们用一个四元组（左上角，右上角，右下角，左下角）对应
的编号来表示相应方框的颜色。因此总共有 16 个不同的四元组，即为

(c1, c1, c1, c1), (c1, c1, c1, c2), (c1, c1, c2, c1), (c1, c1, c2, c2), (c1, c2, c1, c1), (c1, c2, c1, c2),
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(c1, c2, c2, c1), (c1, c2, c2, c2)(c2, c1, c1, c1), (c2, c1, c1, c2), (c2, c1, c2, c1), (c2, c1, c2, c2),

(c2, c2, c1, c1), (c2, c2, c1, c2), (c2, c2, c2, c1), (c2, c2, c2, c2).

我们记这十六个四元组组成的集合为 X，那么 G在 X 上有一个自然的作用，我们需要计算的而且两种
染色被视为相同的当且仅当它们在该作用的同一个轨道中，因此不同的染色个数即为轨道的个数。应用
上面的 Burnside-Frobenius定理可知，我们只需要计算 G中每个元素的固定数即可，我们依次来进行计
算。当 g = 1时，显然每个元素都被 1固定，因此 |Fix(1)| = 16。当 g = r 时，被 g 固定的元素表示的是
旋转 90◦ 不动，因此只有 (c1, c1, c1, c1)和 (c2, c2, c2, c2)，故 |Fix(r)| = 2。当 g = r2 时，被 g 固定的元素
表示的是旋转 180◦ 不动，因此有 (c1, c1, c1, c1), (c1, c2, c1, c2), (c2, c1, c2, c1), (c2, c2, c2, c2)这几个元素，故
|Fix(r2)| = 4。类似地计算可知 |Fix(r3)| = 2, |Fix(s)| = 4, |Fix(sr)| = 8, |Fix(sr2)| = 4, |Fix(sr3)| = 8。
因此根据 Burnside-Frobenius 定理可知其轨道数为 6。

下面我们考虑更一般的情况，我们仍然记 X 为所有可能得染色组成的集合，然而此时集合 X 的大
小急剧变大，如果我们仍然按照上面的方法分析将会导致计算量太大。因此我们需要进一步分析来简化
计算。我们注意到 G 中元素可以视作四个方框上的一个置换，我们按下图约定每个方框代表的数字：

1 2

34

例如当 g = r，它对应的是将正方形逆时针旋转 90◦，因此它将 1 作用至 2，2 作用至 3，3 作用至 4，4

作用至 1，这说明它对应的置换为

r ←→

(
1 2 3 4

2 3 4 1

)
= (1 2 3 4).

而这个置换表明如果某个 X 中的元素被 r 固定，那么 1 代表的方框和 2 代表的方框的颜色一定是相同
的，同样的，2 代表的方框和 3, 4 代表的方框颜色都需要是相同的，总共有 k 种颜色，因此 X 中被 r

固定的元素个数恰好是 k。当 g = r2 时，和上面的分析一样可知它对应的置换为

r2 ←→

(
1 2 3 4

3 4 1 2

)
= (1 3)(2 4).

这意味着如果某个 X 中的元素被 r2 固定，那么 1 代表的方框和 3 代表的方框的颜色一定是相同的，
而 2 代表的方框和 4 代表的方框的颜色是相同的。因此 X 中被 r2 固定的元素个数恰好是 k2。根据
这样的分析，我们知道要计算 X 中有多少元素被 g 固定，只需计算 g 对应的置换的轮换分解中轮换
的个数即可。我们记 c(g) 为 g 的轮换个数，例如 c(1) = 4, c(r) = 1, c(r2) = 2。同样计算可以得到
c(r3) = 1, c(s) = 2, c(sr) = 3, c(sr2) = 2, c(sr3) = 3 那么根据 Burnside-Frobenius 定理可知其轨道数目
可表示为

1

|G|
∑
g∈G

kc(g) =
1

8
(k4 + 2k3 + 3k2 + 2k).

Burnside-Frobenius 定理另一个简单的应用是 Jordan 引理，可参考练习2.4.11。
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2.4.2 左乘作用和 Cayley 定理

这一节我们考虑一类特殊的群作用。设 G 是一个群，X = G，我们定义 G 在 G 上的左乘作用为

g · x = gx, ∀g, x ∈ G.

这里 gx 为 G 中的乘法运算。我们这一节主要证明任何一个群都同构于对称群的一个子群。为此，我们
先看一个简单的例子。

例 2.4.10. 设 G = {1, a, b, c} 为 Klein 群。我们将这四个元素分别标号为 1, 2, 3, 4，那么在左乘作用下
我们考虑 σa：

a · 1 = a, a · a = 1, a · b = c, a · c = b,

因此我们换成标号则有

σa(1) = 2, σa(2) = 1, σa(3) = 4, σa(4) = 3.

这意味着我们可以将 σa 视作 S4 中的元素 (1 2)(3 4)。类似地，我们可以将 σb 视作 (1 3)(2 4)，将 σc

视作 (1 4)(2 3)。这便给出了 G→ S4 的一个单同态。

更一般地，我们还可以考虑左陪集作用。设 G 是一个群，H 是 G 的一个子群，X 是 H 的左陪集
集合。那么我们定义 G 在 X 上的作用为

g · xH = gxH, ∀g ∈ G, xH ∈ X.

定理 2.4.11. 设 G 是一个群，H 是 G 的一个子群，X 是 H 的左陪集集合。G 在 X 上的作用为左陪
集作用。那么

1. G 在 X 上的作用是可迁的；

2. 1H ∈ X 在 G 中的稳定化子是 H；

3. 该作用的核是
⋂

x∈G xHx
−1，即为 G 中包含在 H 中的最大正规子群。

证明. 1. 根据定义可知 g ·H = gH，这表明对任意 g ∈ G，gH 均在 orbit(H)中，因此该作用是可迁的。

2. 由引理2.3.10知 gH = H 当且仅当 g ∈ H，因此 GH = H。

3. 记该群作用的核为 K，那么我们知道 g ∈ K 当且仅当对任意左陪集 xH 均有 g · xH = xH，这
等价于对任意 x ∈ G 均有 g ∈ xHx−1。故 K =

⋂
x∈G xHx

−1。

推论 2.4.12 (Cayley 定理). 任意群都同构于对称群的子群。特别地，若 G 是 n 阶群，那么 G 同构于
Sn 的子群。

证明. 取定理2.4.11中的 H 为 {1}，那么该左乘作用给出了群同态：G→ SG，根据定理2.4.11知该群同
态的核为

⋂
x∈G x{1}x−1 = {1}。因此该群同态是单射，故由第一同构定理可知 G 同构于 SG 的一个子

群。
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2.4.3 共轭作用和类方程

这一节我们讨论另一类特殊的群作用–共轭作用。设 G 是一个群，X = G。我们定义 G 在 G 上的
共轭作用为

g · x = gxg−1 ∀g, x ∈ G.

我们称 G 在共轭作用下的轨道称为 G 的共轭类。

例 2.4.13. 1. 若 G 是交换群，那么 G 在自身的共轭作用是平凡的，它的所有共轭类是 {x}，x ∈ G；

2. 设 G = S3，那么它的共轭类有三个：{1}, {(1 2), (1 3), (2 3)}, {(1 2 3), (1 3 2)}。

3. 设 G = GLn(C)，那么和 g ∈ G 共轭的元素即为和 g 相似的矩阵。

利用定理2.4.8，我们可以计算和某个元素共轭的元素个数，即每个共轭类中所含元素个数：

命题 2.4.14. 设 g ∈ G，那么 g 所在的共轭类含有元素个数为 |G : CG(g)|。

证明. 根据定义可知 CG(g) 即为 g 在共轭作用下的稳定化子，即有 CG(g) = Gg，故由定理2.4.8有
orbit(g) = [G : CG(g)]。而 orbit(g) 即为 g 所在的共轭类。

如果我们将 G 中元素按照共轭类进行划分，便可以得到著名的类方程。

定理 2.4.15 (类方程). 设 G 是一个有限群，g1, . . . , gr 是 G 中所有不包含在中心中的共轭类的代表元。
那么我们有

|G| = |Z(G)|+
r∑

i=1

|G : CG(gi)|.

证明. G 中每个元素都恰好包含在一个共轭类中，设 C1, C2, . . . , Cm 为所有的共轭类，那么我们有

|G| = |C1|+ |C2|+ · · ·+ |Cm|.

若 g ∈ Z(G)，那么 g 和 G 中所有元素交换，因此 g 所在的共轭类只有它自己，反之，若 g 所在的共
轭类只有它自己，那么对任意 h ∈ G 均有 hgh−1 = g，即 hg = gh。故 g ∈ Z(G)。所以我们不妨设后
|Z(G)| 个共轭类均恰好只有一个元素。对 i = 1, 2, . . . ,m− |Z(G)|，若 gi 是 Ci 中的代表元，那么根据
定理2.4.8有 |Ci| = |G : CG(gi)|。综上所述，我们得到了

|G| = |Z(G)|+
r∑

i=1

|G : CG(gi)|.

例 2.4.16. 设 G = S3，根据之前的计算我们知道 Z(G) = {1}，并且不在中心中的共轭类有两个，其代
表元分别为 (1 2), (1 2 3)。直接计算可知 CG((1 2)) = 〈(1 2)〉, CG((1 2 3)) = 〈(1 2 3)〉。因此我们有

|Z(G)|+ |G : CG((1 2))|+ |G : CG((1 2 3))| = 1 + 3 + 2 = 6 = |G|.

利用类方程我们可以证明一个关于 p-群的结论。设 G 是一个群，p 是一个素数，若 G 的阶是 p 的
幂次，则称 G 是 p-群。

定理 2.4.17. p-群中心非平凡。
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证明. 设 G 是一个 p-群，若 Z(G) 是平凡的，那么 |Z(G)| = 1。设 g1, . . . , gr 是 G 中所有不包含在中
心中的共轭类的代表元，那么 CG(gi) 是 G 的真子群，而 G 的阶是 pn，因此 p 整除 [G : CG(gi)]。但
是根据类方程可知

1 = |Z(G)| = |G| −
r∑

i=1

|G : CG(gi)|.

但是上式左边被 p 整除，显然矛盾。因此必有 |Z(G)| = 1。

同样作为类方程的另一个推论，我们可以证明著名的 Cauchy 定理。它部分回答了 Lagrange 定理
的逆问题。

定理 2.4.18 (Cauchy). 设 G 是一个群，p 是整除 |G| 的一个素数，那么 G 中有 p 阶元素。

证明. 设 |G| = n，我们对 n 进行归纳。当 n = 1, 2 时，结论显然成立。下面假设 n > 2，且 p 是 n 的
一个素因子。若 n = p，结论显然成立。因此不妨设 n > p，我们分两种情况讨论：

G 是交换群：设 1 6= g ∈ G 的阶为 m，若 p | m，那么根据命题2.2.11可知 gm/p 的阶即为 p。若
p - m，那么群 G/〈g〉 的阶为 n/m < n，因此根据归纳假设知 G/H 存在 p 阶元，设为 x〈g〉，我们只需
证明 p 整除 x 的阶即可。事实上，设 x 的阶为 k，那么 (x〈g〉)k = 〈g〉，因此根据命题2.2.10可知 p | k。
于是再次根据命题2.2.11可知 xk/p 的阶为 p。

G 是非交换群：设 g1, . . . , gr 是 G 中所有不包含在中心中的共轭类的代表元。那么根据类方程有

|G| = |Z(G)|+
r∑

i=1

|G : CG(gi)|.

由于 G 不是交换群，因此 f ≥ 1，且所有的 CG(gi) 是 G 的真子群，若存在某个 i 使得 p 整除 |CG(gi)|，
那么结论得证，否则对所有 i 均有 p 整除 |G : CG(gi)|。因此根据类方程知 p 整除 |Z(G)|。而因此 G

不是交换群，所以 Z(G) 是 G 的真子群，由此结论得证。

更进一步，设 np 为 G 中阶为 p 的元素个数，可以证明 np ≡ −1 (mod p)。
和左乘作用类似，共轭作用不仅能作用在元素上，也能作用在子群上，对此我们仅举一个例子加以

说明。

例 2.4.19. 考虑 S5 的所有五阶子群组成的集合 Y。因为五阶子群只能是五阶循环群，且除了单位元以
外，其余元素均为 5-轮换。因为 S5 中共有 24 个 5-轮换，因此 S5 共有 6 个五阶子群。我们定义 S5 在
Y 上的作用为 H 7→ σHσ−1。事实上，我们可以将 Y 具体的写出来：

Y = {〈(1 2 3 4 5)〉, 〈(1 2 3 5 4)〉, 〈(1 2 4 5 3)〉, 〈(1 2 5 4 3)〉, 〈(1 2 5 3 4)〉}, 〈(1 2 4 3 5)〉.

我们分别记这六个子群为 Ha,Hb,Hc,Hd,He,Hf。考虑 σ = (1 2) 在 Y 上的作用，直接计算可知

σ ·Ha = σ〈(1 2 3 4 5)〉σ−1 = 〈(1 3 4 5 2)〉 = 〈(1 2 5 4 3)〉 = Hd.

同样计算可知 σ ·Hb = Hc, σ ·He = Hf，因此 σ 在 Y 上的作用等同于 (Ha Hd)(Hb Hc)(He Hf )。我们
可以发现这个作用和例2.4.5中的作用是非常相似的。事实上，这两个作用是同构的，其中集合 X 和 Y

之间的关系由如下对应给出：假设子群 H 由 c 生成，那么它对应 X 中的两个闭环分别由 c±1 和 c±2

给出。例如 Ha 由 (1 2 3 4 5) 生成，那么它的两个闭环分别为 1− 2− 3− 4− 5 和 1− 3− 5− 2− 4，
因此它对应的便是 X 中的图 a。容易验证 Ha,Hb,Hc,Hd,He,Hf 对应的图分别是 a, b, c, d, e, f。
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2.4.4 Sylow 定理

这一节我们证明著名的 Sylow 定理。它在有限群的分类上有重要作用。

定义 2.4.20. 设 p是一个素数，G是阶为 pkm的群，其中 p - m，我们称 G中阶为 pk 的子群为 Sylow
p-子群。我们记 G 中所有 Sylow p-子群组成的集合为 Sylp(G)，记 Sylow p- 子群的个数为 np(G)。

根据定义容易看出如果 P 是 G 的 Sylow p-子群，那么对任意 g ∈ G，gPg−1 均为 G 的 Sylow p-子
群。在给出著名的 Sylow 定理之前，我们先看几个例子。

例 2.4.21. 设 G 是一个群，p 是一个素数。

1. 若 G 是 p-群，那么 G 只有唯一的 Sylow p-子群，即为 G 自身。

2. 若 G 是交换群，那么 G 的 Sylow p-子群为 G 中所有阶为 p 的幂次的元素组成的集合。

3. S3 有 3 个 Sylow 2-子群，分别由 (1 2), (1 3), (2 3) 生成。而 S3 只有一个 Sylow 3-子群，由 (1 2 3)

生成。

4. 若 P 是 G 的 Sylow p-子群，那么对任意包含 P 的子群 H，P 也是 H 的 Sylow p-子群。

下面我们证明如下 Sylow 定理。

定理 2.4.22. 设 p 是一个素数，G 是阶为 pkm 的群，其中 p - m。

1. Sylow p-子群存在；

2. 设 Q ≤ G 是一个阶为 pℓ 的子群，那么存在 G 的一个 Sylow p-子群 P 使得 Q ≤ P。特别地，G
中任意两个 Sylow p-子群都是共轭的；

3. np ≡ 1 (mod p)，且 np = [G : NG(P )]。特别地，np | m。

引理 2.4.23. 设 G 是有限群，H 是 G 的一个子群，且素数 p 整除 |H|。如果 P 是 G 的一个 Sylow
p-子群，那么存在元素 g ∈ G 使得 gPg−1 ∩H 是 H 的 Sylow p-子群。

证明. 设 X = {g1P = P, g2P, . . . , gmP} 是 P 的所有陪集构成的集合。考虑 H 在 X 上的左乘作用，由
Sylow p-子群的定义知 m = |X| = |G|/|P | 和 p 互素。因此根据定理2.4.8可知该左乘作用的所有轨道构
成 X 的一个划分，于是一定有一个轨道的元素个数不是 p 的倍数，设为 gP 所在的轨道。gP 在 H 中
的稳定化子为

HgP = {h ∈ H | h · gP = gP} = {h ∈ H | hg ∈ gP} = gPg−1 ∩H.

再次利用定理2.4.8可知 | orbit(gP )| = [H : gPg−1 ∩ H] 和 p 互素。因此 gPg−1 ∩ H 构成 H 的一个
Sylow p-子群。

定理2.4.22的证明. 我们先用归纳法证明 Sylow p-子群的存在性。当 |G| = 1, 2, 3 时，结论显然成立。下
面假设对于阶小于 |G| 的群均成立。我们考虑 G 的类方程：

|G| = |Z(G)|+
r∑

i=1

|G : CG(gi)|.
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如果 p - |Z(G)|，那么一定存在 i 使得 p - |G : CG(gi)|。因此 pk | |CG(gi)|。而 CG(gi) 是 G 的真子群，
故由归纳假设知 CG(gi) 存在阶为 pk 的子群，因此它也是 G 的子群，即为 Sylow p-子群。

若 p | |Z(G)|，由 Cauchy 定理2.4.18知 Z(G) 存在一个 p 阶元 c，由于 c 在 G 的中心中，因此 〈c〉
是 G 的 p 阶正规子群，根据归纳假设知 G/〈c〉 有一个阶为 pk−1 的子群。根据命题2.3.4可知 G/〈c〉 和
G 中包含 〈c〉 的子群一一对应，即存在 G 的子群 H 使得 H/〈c〉 的阶为 pk−1，故 H 是 G 中阶为 pk 的
子群。

(2) 的证明可由引理2.4.23得到。事实上，设 Q 是 G 的一个 p-子群，P 是 G 的一个 Sylow p-子群，
那么根据引理2.4.23可知存在 g ∈ G 使得 gPg−1

⋂
Q 为 Q 的 Sylow p-子群，但是 Q 本身是 p-群，因此

它的 Sylow p-子群即为本身，故 Q 包含在 Sylow p-子群 gPg−1 中。特别地，若 Q 是任意一个 Sylow
p-子群，根据前面的证明可知存在 g ∈ G 使得 Q ⊆ gPg−1，但两者的阶相同，因此必有 Q = gPg−1，
由此可得任意一个 Sylow p-子群均与 P 共轭。
最后我们证明 (3)。我们记 X = {P = P1, P2, . . . , Pnp

} 为 G 的所有 Sylow p-子群组成的集合。考
虑 G 在 X 上的共轭作用，根据前面的证明可知该作用是可迁的。根据定义可知 P 的稳定化子即为正
规化子 NG(P )。因此由定理2.4.8可知

np(G) = |X| = |G|/|NG(P )|.

由于 P ⊆ NG(P )，因此 |G|/|NG(P )| 整除 m，故有 np(G) | m。
然而为了要得到更细致的 np 的信息，仅仅只考虑 G 在 X 上的作用是不够的。下面我们再考虑

P = P1 在 X 上的共轭作用，此时 P 在 X 上的作用则不一定是可迁的了，我们不妨设该作用的所有
轨道为 C1, C2, . . . , Cs，并且 P1, . . . , Ps 分别为轨道 C1, . . . , Cs 的代表元。下面我们考虑每个轨道的大小。
首先注意到 Pi 的稳定化子即为 NP (Pi)，于是由定理2.4.8我们有

np = |C1|+ · · ·+ |Cs| =
|P |

|NP (P1)|
+ · · ·+ |P |

|NP (Ps)|
. (2.3)

当 i = 1 时，因为 P = P1，显然有 NP (P1) = P。下面我们证明当 i > 1 时，必有 NP (Pi) ( P。若
NP (Pi) = P，那么由于 NP (Pi) = NG(Pi)∩P 可知 P ⊆ NG(Pi)。然而根据例2.3.14的第七条可知 Pi 是
NG(Pi) 的正规子群，因此 Pi 是 NG(Pi) 的正规 Sylow p-子群，而上面我们证明了 Sylow p-子群都是共
轭的，因此 NG(Pi)只有唯一的 Sylow p-子群。但是 P 和 Pi 都是 NG(Pi)的 Sylow p-子群，故 P = Pi，
这便得到了矛盾。所以 NP (Pi) 是 P 的真子群。由于 P 是 p-群，这表明当 i > 1 时，|P |/|NG(Pi)| 均
为 p 的倍数，所以由式(2.3)可得 np ≡ 1 (mod p)。

推论 2.4.24. G 有一个正规的 Sylow p-子群当且仅当 np(G) = 1。

Sylow 定理在群分类问题上有着重要作用。下面我们将利用 Sylow 定理给出小阶群的分类。

命题 2.4.25. 设 G 是 pq 阶群，其中 p < q 是两个素数且 p - q − 1。那么 G ' Z/pqZ。

证明. 根据 Sylow定理，G有一个 Sylow p-子群 P 和一个 Sylow q-子群 Q。由于 Sylow p-子群的个数满
足 np ≡ 1 (mod p) 且 np | pq。由此可得 np | q。但 q 是素数，所以 np = 1 或 q。若 np = q，则有 q ≡ 1

(mod p)，与已知条件矛盾。所以可得 np = 1。同理可得 nq = 1 或 p。若 nq = p，则有 p ≡ 1 (mod q)，
但 p < q，这显然不可能成立。所以我们证明了 P,Q 都是 G 的正规子群。设 P = 〈x〉, Q = 〈y〉。由于
G/CG(P ) 同构于 Aut(P ) 的一个子群，而 |Aut(P )| = p− 1 和 pq 互素，所以 CG(P ) = G，因此 x 和
G 中所有元素均可交换，特别地，xy = yx，所以根据命题2.2.12可知 xy 的阶为 pq。因此 G = 〈xy〉。
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习题

练习 2.4.1. 证明下列作用是群作用，判断它们是否是可迁的？是否是忠实的？并计算它们的轨道。

1. R 在 R2 上的作用：r · (x, y) = (x+ ry, y)。

2. R 在 C 上的作用：θ · z = eiθz。

练习 2.4.2. 证明群 G 在自身上的作用 g · a = ag−1, ∀a, g ∈ G 是一个群作用。若 G 不是交换群，
g · a = ag 不是一个群作用。

练习 2.4.3. 1. 构造 S6 的一个子群使得其同构于 S3 且在 {1, 2, 3, 4, 5, 6} 上的作用是可迁的。

2. 构造 S8 的一个子群使得其同构于 Q8。

3. 证明当 n < 8 时，Sn 不存在同构于 Q8 的子群。

练习 2.4.4. 设 X 是一个非空集合，G 是 SX 的一个子群。

1. 证明对任意 σ ∈ G, a ∈ X 均有 σGaσ
−1 = Gσ(a)。

2. 若 G 在 X 上的作用是可迁的，证明
⋂

σ∈G σGaσ
−1 = 1。

3. 假设 G 是可迁的交换群，证明对任意 1 6= σ ∈ G, a ∈ X 均有 σ(a) 6= a。由此证明 |G| = |X|。

4. 求所有正整数 n = |X| 使得上一问中的 G 在同构意义下是唯一的。

练习 2.4.5. 1. 计算 D8, D10 的所有共轭类。

2. 设 n = 2k，计算 D2n 的所有共轭类，并写出 D2n 的类方程。

3. 设 n = 2k + 1，计算 D2n 的所有共轭类，并写出 D2n 的类方程。

4. 写出 D12 的所有 Sylow 2-子群和 Sylow 3-子群。

5. 设 p 是整除 n 的奇素数，给出 D2n 的一个 Sylow p-子群，并证明 D2n 的 Sylow p-子群都是循环
群且是 D2n 的正规子群。

练习 2.4.6. 设 g1, g2, . . . , gr 是有限群 G 中所有共轭类的代表元，若它们两两可交换，证明 G 是交换
群。

练习 2.4.7. 设 H 是 G 的一个子群，P 是 G 的一个 Sylow p-子群且包含在 H 中，证明 P 也是 H 的
Sylow p-子群。

练习 2.4.8. 设 p 是一个素数。

1. 构造 SL2(Z/pZ) 的一个 Sylow p-子群；

2. SL2(Z/pZ) 有多少 Sylow p-子群？

3. 计算 SL2(Z/pZ) 的所有共轭类。

练习 2.4.9. 设 H 是有限群 G 的真子群，证明 G 6=
⋃

g∈G gHg
−1。举例说明该结论对无限群不成立。
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练习 2.4.10. 设群 G 在集合 X 上的作用是可迁的，N 是 G 的一个正规子群。证明 X 在 N 作用下
的每个轨道元素个数相同。

练习 2.4.11. 设群 G 在集合 X 上的作用是可迁的，|X| > 1。证明存在 g ∈ G 使得对任意 x ∈ X 均
有 g(x) 6= x。

练习 2.4.12. 1. 设 G 是一个有限群。令 x1, . . . , xh 为 G 的共轭类的代表元。令 ni = |CentG(xi)|
为 xi 在 G 中中心化子的阶。证明 1 =

∑h
i=1

1
ni
；

2. 证明对任意正整数 h ≥ 1，只存在有限个互不同构的有限群使得其恰有 h 个共轭类；

3. 求所有恰有 3 个共轭类的有限群。

练习 2.4.13. 设 p 是一个素数，n,m 是两个正整数且 m 和 p 互素。设群 G 的阶为 pnm。

1. 若 m < p，证明 G 不是单群。

2. 若 m < p2，且 n ≥ 2，证明 G 不是单群。

练习 2.4.14. 设 G 是一个有限群，H 是一个指数为 p 的子群，其中 p 是整除 |G| 的最小素因子。证
明 H 是正规子群。

练习 2.4.15. 1. 证明 150 阶群不是单群。

2. 证明 6545 阶群不是单群。

3. 证明 105 阶群有一个正规的 Sylow 5-子群和正规的 Sylow 7-子群。

4. 证明 200 阶群一定有一个正规的 Sylow 5-子群。

练习 2.4.16. 设 p 是 |G| 的最小素因子。若 G 含有一个 p-阶正规子群 H，证明 G 的中心包含 H。

练习 2.4.17. 设 P 是 G 的正规 Sylow p-子群，H 是 G 的子群，证明 P ∩H 是 H 唯一的 Sylow p-子
群。

练习 2.4.18. 设 P 是 G 的 Sylow p-子群，H 是 G 的正规子群，证明 P ∩H 是 H 的 Sylow p-子群。

练习 2.4.19. 设 G 是非 Abel 的有限群，并且 G 的所有真子群都是 Abel 的，本题的目标是证明 G 不
是单群。下面假设 G 是单群，记M 为 G 的所有极大子群组成的集合。

1. 设 A,B 是 G 的两个真子群，证明 NG(A ∩B) 包含 A 和 B。

2. 证明对任意 A,B ∈M，若 A 6= B，则有 A ∩B = {1}。

3. 证明 (g,A) 7→ gAg−1 是 G 在M 上的一个作用。

4. 证明 A ∈M 所在轨道的元素个数等于 |G|
|A|。

5. 对 A ∈ M，我们记 C(A) =
⋃

g∈G gAg
−1。证明 |C(A)| = 1 + |G|

|A| (|A| − 1)。由此证明 1 + |G|
2
≤

|C(A)| < |G|。

6. 对任意 A,B ∈M，若 B 不包含在 C(A) 中，证明 C(A) ∩ C(B) = {1}。
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7. 证明原结论。

练习 2.4.20. 设 n 是一个正整数。证明下面两个命题是等价的。（提示：利用上一题的结论）

(a) 所有的 n 阶群均是循环群；

(b) n 和欧拉函数 φ(n) 互素。

2.5 对称群

这一节我们再深入讨论对称群的一些结论。首先我们讨论 Sn 的生成元。

定义 2.5.1. 我们称只有两个数字的轮换为对换。

命题 2.5.2. 所有的对换是 Sn 的一组生成元。

证明. 根据 Sn 中元素的轮换分解知我们只需证明任意一个轮换均可由对换生成即可。事实上，设
(a1 a2 . . . am) 是一个 m-轮换，根据定义可直接验证

(a1 a2 . . . am) = (a1 am) · · · (a1 a3)(a1 a2).

命题 2.5.3. (1 2), (1 2 . . . n) 是 Sn 的一组生成元。

证明. 我们记 (1 2), (1 2 . . . n) 生成的子群为 G。根据命题2.5.2可知，我们只需证明 G 包含所有对换
即可。当 1 ≤ i ≤ n− 1 时，我们有

(1 2 . . . n)i(1 2)(1 2 . . . n)−i = (i+ 1 i+ 2)�

此时我们约定当 i = n− 1 时，等式右端出现的 n+1 为 1。而由 (2 3)(1 2)(2 3) = (1 3) 可知 (1 3) ∈ G。
类似地，由 (3 4)(1 3)(3 4) = (1 4) 可知 (1 4) ∈ G。依次递推可知对任意 1 < i ≤ n 有 (1 i) ∈ G。于是
对任意 2 ≤ i < j ≤ n 我们有 (i j) = (1 j)(1 i)(1 j) ∈ G。故 G 包含所有对换。

接下来我们计算一下 Sn 的共轭类。

命题 2.5.4. Sn 中的两个元素是共轭的当且仅当它们的轮换分解的类型是相同的。

证明. 首先我们证明共轭的两个元素一定有相同的轮换分解类型。设 σ ∈ Sn 的轮换分解为

(a1 a2 . . . ak1
)(ak1+1 ak1+2 . . . ak1+k2

) . . . ,

那么对任意 τ ∈ Sn，我们考虑 τστ−1 的轮换分解。我们注意到若 σ(i) = j，那么我们有 τστ−1(τ(i)) =

τ(j)。因此当 i, j 出现在 σ 的轮换分解的同一个分解中时，τ(i), τ(j) 也会出现在 τστ−1 的轮换分解的
同一个分解中。所以 τστ−1 的轮换分解即为

(τ(a1) τ(a2) . . . τ(ak1
))(τ(ak1+1) τ(ak2+2) . . . τ (bk1+k2

)) . . . .
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所以 σ 和 τστ−1 具有相同的轮换分解类型。反之，若 σ1, σ2 具有相同的轮换分解类型，我们将其写成
不交的轮换的乘积使得对应位置的轮换长度相等：

σ1 = (a1 a2 . . . ak1
)(ak1+1 ak1+2 . . . ak1+k2

) . . . , σ2 = (a′1 a
′
2 . . . a′k1

)(a′k1+1 a
′
k1+2 . . . a′k1+k2

) . . . ,

再取 τ 为将对应位置的数字 ai 映射到 a′i。根据定义可知 τ ∈ Sn，再由前面的证明可知 τσ1τ
−1 = σ2。

因此 σ1 和 σ2 共轭。

例 2.5.5. 设 σ1 = (1)(2 5)(3 4 6 7), σ2 = (2)(3 6)(1 7 4 5)。于是我们可以取

τ =

(
1 2 3 4 5 6 7

2 3 1 7 6 4 5

)
,

则有 τσ1τ
−1 = σ2。注意到 τ 的选取并不是唯一的，例如我们取

τ =

(
1 2 3 4 5 6 7

2 6 1 7 3 4 5

)
,

同样也满足条件。

最后我们介绍 Sn 的一个非常重要的子群。给定 σ ∈ Sn，我们可以定义 σ 的符号为

sign(σ) =
∏
i<j

σ(j)− σ(i)
j − i

.

容易看出 sign(σ) 取值只能是 ±1。并且我们有如下结论

命题 2.5.6. sign : Sn → Z/2Z 是一个群同态，并且所有对换都取值为 −1。

证明. 设 σ, τ ∈ Sn，我们注意到 σ(1), σ(2), . . . , σ(n) 仍然是 1, 2, . . . , n 的一个排列，因此∏
i<j

τ(σ(j))− τ(σ(i))
σ(j)− σ(i)

=
∏
i<j

τ(j)− τ(i)
j − i

= sign(τ).

所以我们有

sign(τσ) =
∏
i<j

τ(σ(j))− τ(σ(i))
j − i

=
∏
i<j

τ(σ(j))− τ(σ(i))
σ(j)− σ(i)

·
∏
i<j

σ(j)− σ(i)
j − i

= sign(τ)sign(σ).

故 sign 是一个群同态。若 σ 是一个对换，不妨设 σ = (1 2)，那么∏
i<j

(σ(j)− σ(i)) = (σ(2)− σ(1))
∏
j≥3

(σ(j)− σ(1))(σ(j)− σ(2))
∏

3≤i<j

(σ(j)− σ(i)) = −
∏
i<j

(j − i).

因此 sign(σ) = −1。

我们将上述符号同态的核称为交错群，记作 An。由于符号同态是满射，因此根据群同构定理可知
An 是 Sn 中指数为 2 的正规子群。另一方面，我们可以看出若 i < j 但 σ(i) > σ(j)，那么在 sign(σ) 的
定义中便会贡献一个 −1，而这个条件等价于 (σ(i), σ(j)) 构成一个逆序，因此当 σ 的逆序数是奇数时，
sign(σ) = −1，此时我们称 σ 为奇置换；当 σ 的逆序数是偶数时，则 sign(σ) = 1，此时我们称 σ 为偶
置换。
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推论 2.5.7. σ ∈ An 当且仅当 σ 能分解成偶数个对换的乘积。特别地，m-轮换是偶置换当且仅当 m 是
奇数。

证明. 第一个结论是命题2.5.6的直接推论。至于第二个结论，只需注意到 m-轮换可分解为 m− 1 个对
换的乘积即可。

由上述结论立刻可以得到所有 3-轮换是 An 的生成元。

推论 2.5.8. 所有的 3-轮换可生成 An。

证明. 只需证明两个对换的乘积能被 3-轮换生成即可。设 σ = (a b)(c d)。若 {a, b} = {c, d}，则 σ 是单
位元。若 {a, b} ∩ {c, d} 含有一个元素，不妨设 a = c，于是 σ = (a d b) 即为一个 3-轮换。若 {a, b} 和
{c, d} 不交，那么我们有

σ = (a b)(a c)(a c)(c d) = (a c b)(a c d).

因此 σ 同样可由 3-轮换生成。

An 中的共轭类的计算则会复杂许多，我们证明如下部分结果，更详细的结论请参考习题2.5.9。

定理 2.5.9. 设 C ⊆ An 是 Sn 中的一个共轭类，那么 C 要么是 An 中的一个共轭类，要么是 An 中两
个共轭类 C1, C2 的并集。

证明. 设 σ ∈ C，并设 C1 是 σ 在 An 中所在的共轭类，若 C1 = C，则结论成立。若 C1 6= C，令 C2 = C\C1，
我们下面证明 C2 是 An 中的一个共轭类。事实上，对任意 τ1, τ2 ∈ C2，由于它们在 Sn 中均和 σ 共轭，
因此存在 σ1, σ2 使得 τi = σiσσ

−1
i , i = 1, 2。然而它们在 An 中不共轭，这表明 σi 必是奇置换，所以

σ1σ
−1
2 ∈ An，因此 τ1 和 τ2 在 An 中共轭。

特别地，对于 3-轮换，我们有如下结论。

命题 2.5.10. 设 n ≥ 5，则所有 3-轮换在 An 中均共轭。

证明. 设 σ = (1 2 3)，对任意 3-轮换 τ，由命题2.5.4可知，存在 τ ′ ∈ Sn 使得 τ = τ ′στ ′−1。若 τ ′ ∈ An

则命题得证。否则若 τ ′ 是奇置换，那么 τ ′(4 5) 一定是偶置换。因此我们有

(τ ′(4 5)σ(τ ′(4 5))−1 = τ ′(4 5)(1 2 3)(4 5)τ ′−1 = τ ′(1 2 3)τ ′−1 = τ.

因此 σ 和 τ 仍然在 An 中共轭。

对称群在 Galois 理论中有着至关重要的作用。Galois 正是通过证明 An，n ≥ 5 是单群来得到五次
以上的方程没有根式解的。若群 G 的正规子群只有 {1} 和 G 自身，则称 G 为单群。上个世纪群论的
一个里程碑式的结果便是解决了有限单群的分类问题，该结果散在在上百余篇文章中。

定理 2.5.11. 对任意 n ≥ 5，An 是单群。

证明. 设 H 6= {(1)} 是 An 的一个正规子群，根据命题2.5.10及推论2.5.8可知，我们只需证明 H 包含一
个 3-轮换即可。
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我们先考虑 n = 5 的情况。设 (1) 6= h ∈ H，由于 h 是偶置换，根据轮换分解，我们知道 h 要么是
一个 3-轮换，要么是一个 5-轮换，要么是两个对换的乘积。若 h 是一个 3-轮换，我们已经证明了所需
的结论。若 h 是一个 5-轮换，不妨设 h = (1 2 3 4 5)，那么 H 包含如下元素

h · ((3 4 5)h−1(3 4 5)−1) = (h(3) h(4) h(5))(3 4 5)−1 = (1 4 3).

若 h 是两个对换的乘积，不妨设 h = (1 2)(3 4)，同样地，H 包含如下元素

h · ((3 4 5)h−1(3 4 5)−1) = (h(3) h(4) h(5))(3 4 5)−1 = (3 4 5).

这便证明了 H 必含有一个 3-轮换。
下面我们考虑一般的情况。由于 h 不是单位元，故取 a 使得 h(a) 6= a，令 b = h(a)，再取 c /∈

{a, b, h(b)}。令 τ = (a b c) 及 s = hτh−1τ−1，那么

h · (τh−1τ−1) = (hτh−1) · τ−1 = (h(a) h(b) h(c))(a c b) ∈ H.

由此可知当 c 6= h(c) 时，s(a) = c，而当 c = h(c) 时，s(a) = h(a) = b。因此无论是哪种情况，我们都
可以得到 s 6= (1)。而取 {1, 2, . . . , n} 的一个五元子集 X 且包含元素 a, b, c, h(b), h(c)。注意到这五个元
素不一定全都不同，若它们互不相同，那么取 X 是这五个元素组成的集合即可，否则还需要添加其余
元素。于是 s 可视作 X 上的一个偶置换。再记

G = {σ ∈ An | σ(x) = x, ∀x ∈ {1, 2, . . . , n} \X}.

容易看出 G同构于 A5。由于 H 是 An 的正规子群，因此 H∩G是 G的正规子群。由于 (1) 6= s ∈ H∩G，
因此根据 n = 5 的情况，我们知道 H ∩G = G，故 H 包含 3-轮换。

习题

练习 2.5.1. 证明 3-轮换 {(i i+ 1 i+ 2) | 1 ≤ i ≤ n− 2} 可生成 An。

练习 2.5.2. 证明 D(S3) = A3，D(G) 的定义见2.3.23。更一般地，计算 D(Sn)。

注 4. Ore 在这篇文章1中证明了 An 中的任何元素都是 Sn 中某两个元素的换位子，并且当 n ≥ 5 时，
An 中的任何元素都是 An 中某两个元素的换位子。

练习 2.5.3. 证明 n-轮换 (1 2 . . . n) 和对换 (i j) 可生成 Sn 当且仅当 i− j 和 n 互素。

练习 2.5.4. 1. 分别计算 (1 2), (1 2 3), (1 2)(3 4) 在 S4 中的中心化子。

2. 证明 |CSn
((1 2)(3 4))| = 8 · (n− 4)!，并计算 (1 2)(3 4) 在 Sn 中的中心化子。

3. 设 σ = (1 2 . . . k)，记 H = {τ ∈ Sn | τ(m) = m, ∀m ≤ k}。证明 CSn
(σ) ' 〈σ〉 ×H。

练习 2.5.5. 设 k ≥ 1 是一个正整数，群 G 在集合 X 上有一个作用且 |X| ≥ k。若对任意 X 中元素组
成的有序 k-元组 (x1, . . . , xk), (y1, . . . , yk)，其中 x1, . . . , xk 两两不同，y1, . . . , yk 也两两不同，均存在
g ∈ G 使得对任意 i = 1, . . . , k 有 gxi = yi，那么我们称 G 在 X 上的作用是k-可迁的。

1O. Ore, Some remarks on commutators, Proc. A. M. S. Vol. 2, 307–314 (1951).

https://maths.dur.ac.uk/~lfvx79/Student%20projects/2013-2014/Ore%20-%20Some%20remarks%20on%20commutators.pdf
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1. 证明 Sn 在 {1, 2, . . . , n} 上的作用是 n-可迁的。

2. 设 G 是 Sn 的一个子群，且包含一个对换。证明 G = Sn 当且仅当 G 在 {1, 2, . . . , n} 上的作用是
2-可迁的。

3. 设 V 是 R 上的线性空间且维数大于 1。证明 GL(V ) 在 P(V ) 上的作用是 2-可迁的。

练习 2.5.6. 设 n ≥ 2 是一个正整数。

1. 证明存在唯一的非平凡同态：Sn → {±1}。

2. 证明不存在非平凡同态 An → {±1}。

练习 2.5.7. 设 p 是一个素数，p ≤ n ≤ p2 − 1 是一个正整数。

1. 找出 Sn 的一个 Sylow p-子群。

下面我们构造 Sp2 的 Sylow p-子群。我们记 G = 〈σ0, . . . , σp〉,H = 〈σ0, . . . , σp−1〉，其中当 0 ≤ i ≤
p− 1 时，σi = (pi+ 1 pi+ 2 pi+ 3 . . . pi+ p)，

σp = (1 p+ 1 . . . 1 + (p− 1)p)(2 p+ 2 . . . 2 + (p− 1)p) · · · (p 2p . . . p2).

2. 证明 H 同构于 (Z/pZ)p。

3. 证明 H 是 G 的正规子群。

4. 证明 [G : H] = p。

5. 证明 G 是 Sp2 的 Sylow p-子群。

练习 2.5.8. 证明 Sn 的所有指数是 n 的子群均同构于 Sn−1。

练习 2.5.9. 设 σ ∈ An，若存在 τ ∈ Sn \ An 使得 τσ = στ，那么我们称 σ 是不特殊的，否则称 σ 是
特殊的。

1. 证明 σ 是不特殊的当且仅当 σ 的轮换分解类型中有一个偶数或者有两个相同的奇数。

2. 若 σ 是不特殊的，证明 σ 在 Sn 中的共轭类和 σ 在 An 中的共轭类相同。

3. 若 σ 是特殊的，s ∈ Sn \An。证明 σ 在 An 中的共轭类和 sσs−1 在 An 中的共轭类不交，并且它
们的并集恰好为 σ 在 Sn 中的共轭类。

4. 计算 A4, A5 的所有共轭类。

练习 2.5.10. 设 G 是一个有限群，π : G→ SG 是左正则表示。

1. 设 g ∈ G 的阶为 n，|G| = mn。证明 π(g) 是 m 个 n-轮换的乘积。

2. π(g) 是一个奇置换当且仅当 |g| 是偶数且 |G|/|g| 是奇数。

3. 若 π(G) 包含一个奇置换，证明 G 有一个指数为 2 的子群。
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4. 设 |G| = 2k，其中 k 是一个奇数，证明 G 有一个指数为 2 的子群。

练习 2.5.11. 本题的目标是证明当 n 6= 6 时，Aut(Sn) = Inn(Sn)。设 n 6= 6 是一个整数。

(1) 设 σ ∈ Aut(G)，C 是 G 的一个共轭类，证明 σ(C) 也是 G 的一个共轭类；
(2) 设 C 是 Sn 中由对换组成的共轭类，C′ 是 Sn 的另一个共轭类，并且 C′ 包含一个阶为 2 的非对
换元素。证明 |C| 6= |C′|；

(3) 设 σ ∈ Aut(Sn)，证明存在互不相同的整数 a, b2, b3 . . . , bn 使得 σ((1 k)) = (a bk), k = 2, . . . , n；
(4) 证明 Sn 可由 (1 2), (1 3), . . . , (1 n) 生成。由此证明 Aut(Sn) = Inn(Sn)。

练习 2.5.12. 本题的目标是研究 S6 的自同构群。

1. 证明例2.4.5诱导的映射 ψ : S5 → SX ' S6 是单射。

2. 证明上述映射保持置换的奇偶性，即将奇置换映为奇置换，偶置换映为偶置换。

3. 记 H 为 ψ 的像，并记 Y 为 H 在 S6 中的左陪集组成的集合，易知 |Y | = 6。S6 在 Y 上的左乘
作用给出了群同态 F : S6 → S6。证明 F 是单射，从而证明 F 是同构。

4. 通过计算 F (1 2) 不是对换证明 F 不是内自同构。

5. 证明 Aut(S6) ' Inn(S6)o 〈F 〉。（提示：考虑 S6 中的对换个数以及形如 (1 2)(3 4)(5 6) 的置换个
数）

2.6 有限生成的 Abel 群

这一节我们讨论有限生成的交换群的结构问题。我们回忆一下有限生成的群的定义：如果群 G 存
在一个有限子集 A 使得 G = 〈A〉，则称 G 是有限生成的。

例 2.6.1. 1. 循环群都是有限生成的。

2. 有限群都是有限生成的。

3. 更一般地，设 r 是一个正整数，则群 Zr = Z× Z× · · · × Z 是有限生成的。我们称之为秩为 r 的
自由 Abel 群。

从上述例子可以看出有限生成的 Abel 群有两类，一类是元素是有限阶的，一类是有无限阶元素的。
我们把 G 中所有有限阶元素组成的集合称之为 G 的挠子群，记作 Gtor。若 G 除了单位元以为没有有
限阶的元素，那么我们称 G 为无挠群。容易看出 G/Gtor 是无挠群。下面我们先考虑挠子群部分。

定理 2.6.2. 设 G 是有限 Abel 群，那么存在唯一的一列整数 n1, n2, . . . , ns 使得

G ' Z/n1Z× Z/n2Z× · · · × Z/nsZ,

且满足如下条件：

1. ni ≥ 2；

2. 对任意 1 ≤ i ≤ s− 1 均有 ni+1 | ni。
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引理 2.6.3. 设 H,K 是 Abel 群 G 的两个子群，且 H ∩K = {0}，那么 H +K ' H ×K。特别地，若
|G| = |H||K|，那么 G ' H ×K。

证明. 考虑如下映射：
H ×K → G, (h, k) 7→ h+ k.

容易验证该映射是群同态。若 h+ k = 0，那么 h = −k ∈ H ∩K，故只能有 h = k = 0，因此该映射是
单射。根据定义知该映射的像集是 H +K，因此有 H ×K ' H +K。

注 5. 该结论对非 Abel 群也成立，只需假设 H,K 是 G 的正规子群即可。

推论 2.6.4. 设 n ≥ 2 是一个正整数，n = pk1
1 · · · pks

s 是 n 的素因数分解。那么我们有如下群同构

Z/nZ ' Z/pk1
1 Z× · · · × Z/pks

s Z.

推论 2.6.5. 设 G 是一个 Abel 群，f : G→ Z 是一个群同态，那么 G ' Im f × ker f。

证明. 由于 Z 的子群均形如 mZ，其中 m ∈ Z，故不妨设 g ∈ G 使得 f(g) = m。当 m = 0 时，由于
ker f = G，结论显然成立。当 m 6= 0 时，我们有 〈g〉 ∩ ker f = {0}。下面我们证明 G = 〈g〉+ ker f。事
实上，对任意 h ∈ G，假设 f(h) = nm，那么 h− ng ∈ ker f。因此由引理2.6.3知 G ' Im f × ker f。

引理 2.6.6. 设 G 是有限 Abel 群，g ∈ G 是 G 中阶最大的元素，其阶为 d。令 H = 〈g〉，那么对任意
h̄ ∈ G/H，存在元素 h ∈ G 使得 h 和 h̄ 的阶相同。

证明. 设 h̄ 的阶为 d1，h0 ∈ G 是 h 的任意一个原像，其阶为 d0。由于 d0h0 = 0 ∈ H，而 h̄ 的阶为 d1，
因此由命题2.2.10可知 d1 | d0，不妨设 d0 = d1d

′
1。由于 d1h0 ∈ H，故存在 k ∈ Z 使得 d1h0 = kg。故

d1d
′
1h0 = d0h = 0 = kd′1g，故再次利用命题2.2.10有 d | kd′1。根据命题2.2.13知 d0 | d。综上有 d1 | k，

设 k = d1ℓ，并取 h = h0 − ℓg，那么我们有 d1h = d1h0 − d1ℓg = d1h0 − kg = 0。由于 h0 − ℓg 仍然是 h

的原像，故其阶不小于 d1，因此 h0 − ℓg 的阶恰好为 d1。

定理2.6.2的证明. 我们对 G的阶数进行归纳。当 |G| = 1, 2时，结论显然成立。考虑 |G| > 2，设 g1 ∈ G
是 G 中阶最大的元素，其阶为 d1。于是 G/〈g1〉 的阶严格小于 G 的阶，因此根据归纳假设可知，存在
ḡ2, . . . , ḡs 使得 G/〈g1〉 ' 〈ḡ2〉 × · · · × 〈ḡs〉，其中 ḡi 的阶为 di，并且满足 di+1 | di。根据引理2.6.6可知
存在元素 gi ∈ G 使得 gi 在 G/〈g1〉 中的像为 ḡi 并且 gi 的阶为 di。下面证明

〈g1〉 × 〈g2〉 × · · · × 〈gs〉 → G, (k1g1, k2g2, . . . , ksgs) 7→ k1g1 + k2g2 + · · ·+ ksgs

是同构。由于 G 是 Abel 群，所以该映射显然是同态。若 k1g1 + k2g2 + · · ·+ ksgs = 0，那么在 G/〈g1〉
中有 (k2ḡ2, . . . , ksḡs) = 0̄。但是由于 G/〈g1〉 ' 〈ḡ2〉 × · · · × 〈ḡs〉，故必有 k2 = · · · = ks = 0，从而在 G

中有 k1g1 = 0，因此 k1 = 0。所以上述映射是单射，但是等式两边的集合元素个数相等，因此上述映射
是同构。
下面我们证明唯一性。设另一列整数 δ1, . . . , δs 也满足定理2.6.2的条件。对任意 m ∈ N，若 g ∈ G

的阶为 d，那么根据命题2.2.11 可知 mg 的阶为 d
(m,d)

。因此 mG 的阶为

r∏
i=1

di
(m, di)

=
s∏

j=1

δj
(m, δj)

.
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由于 |G| = d1d2 · · · dr = δ1δ2 · · · δs。由此可知
∏r

i=1(m, di) =
∏s

j=1(m, δj)。特别地，我们取 m = d1，于
是

δ1δ2 · · · δs = d1d2 · · · dr =
r∏

i=1

(d,di) =
s∏

j=1

(d1, δj).

由此可知对任意 j 均有 δj = (m, δj)。故 δ1 | d1。由对称性同样可知 d1 | δ1。故 d1 = δ1。由递推便可知
di = δi。

给定一个正整数 n，利用上述定理我们可以列出所有阶为 n 的有限 Abel 群。因为我们只需要找出
所有满足如下条件的有限序列 n1, n2, . . . , ns 即可。

1. ni ≥ 2；

2. ni+1 | ni；

3. n1n2 · · ·ns = n。

容易看出所有的 ni 均为 n 的因子，而 n2, . . . , ns 均为 n1 的因子。因此若 p 是 n 的一个素因子，那么
p 一定整除 n1。这意味着如果 p 在 n 中的重数是 1 的话，那么 p 恰好只能整除 n1，而与 n2, . . . , ns 均
互素。下面我们通过例子来给出具体的算法。

例 2.6.7. 假设 n = 180 = 22 × 32 × 5。根据上面的分析可知 2× 3× 5 | n1，因此 n1 共有如下四种可能

n1 = 2× 3× 5, 22 × 3× 5, 2× 32 × 5, 22 × 32 × 5.

对于这四种情况，我们需要分别求出 n2 的可能值，和上面的分析相同，我们可以知道 n
n1
的素因子一

定要整除 n2，因此前三种情况对应的 n2 都是唯一的，分别为 2× 3, 3, 2，而最后一种情况则不存在 n2，
因为此时已经有 n1 = n。最后我们可以得到 180 阶的 Abel 群一定同构于如下四个群之一：

Z/30Z× Z/6Z, Z/60Z× Z/3Z, Z/90Z× Z/2Z, Z/180Z.

设 G 是阶为 n 的有限 Abel 群，其中 n = pℓ11 p
ℓ2
2 · · · p

ℓk
k 。根据上面的例子我们可以总结出如下的计

算所有互不同构的 Abel 群的方法。

1. 列出所有可能的 n1，即为 n1 = pt11 p
t2
2 · · · p

tk
k ，其中 ti ≥ 1。

2. 列出所有可能的 n2，此时 n2 需要满足：(i)，n/n1 的所有素因子均整除 n2；(ii)，n2 整除 n1。

3. 依次列出所有可能的 ni 直至 n = n1 · · ·ni，其中 ni 需要满足：(i)，n/(n1 · · ·ni−1) 的所有素因子
均整除 ni；(ii)，ni 整除 ni−1。

利用推论2.6.4我们可以得到有限 Abel 群的另一种分解：

G '
(
Z/pk11

1 Z× · · · × Z/pk1ℓ1
1 Z

)
× · · · ×

(
Z/pks1

s Z× · · · × Z/pksℓs
s Z

)
,

其中 ki1 ≥ ki2 ≥ · · · ≥ kiℓi ≥ 1。这个分解的意义是把 G 中所有阶为 pi 的幂次的元素放到一起，从这
个分解我们容易看出 G 的 Sylow pi-子群同构于 Z/pki1

i Z× · · · × Z/pkiℓi

i Z。
我们下面讨论自由 Abel 群。事实上，自由 Abel 群的概念和线性空间的概念是非常类似的，只是

把域换成了整数环，一些线性空间中的结论对自由 Abel 群也成立。
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定义 2.6.8. 设 G 是一个 Abel 群，y1, y2, . . . , ys ∈ G，若映射

Zs → G, (n1, n2, . . . , ns) 7→ n1y1 + n2y2 + · · ·+ nsys,

是单射，那么我们称 y1, y2, . . . , ys 是自由的。若该映射是双射，则称 y1, y2, . . . , ys 是一组基。若 G 有
一组 s 个元素组成的基，则称 G 是秩 r 的自由 Abel 群。

注 6. 自由 Abel 群的秩是定义良好的，即若 Zn ' Zm，则必有 n = m。事实上，我们有

(Z/2Z)n ' Zn/2Zn ' Zm/2Zm ' (Z/2Z)m.

对比两边元素个数即有 n = m。

引理 2.6.9. 秩 r 的自由 Abel 群的子群均是自由 Abel 群，且秩不超过 r。

证明. 当 r = 0 时，结论显然成立；当 r = 1 时，由于 Z 的子群均形如 mZ，它仍然是自由 Abel 群，
并且当 m = 0 时，秩为 0，当 m 6= 0 时，秩为 1。下面我们假设 r > 1。设 H 是 Zr 的一个非平凡子
群。考虑如下投影同态：

π : Zr → Z, (x1, x2, . . . , xr) 7→ xr.

显然 π(H) 是 Z 的一个子群。因此存在整数 nr 使得 π(H) = nrZ，取 hr ∈ H 使得 π(hr) = nr。另一
方面显然有 kerπ ' Zr−1。因此 K = H ∩ kerπ 可视作 Zr−1 的子群，故根据归纳假设可知 K 是自由
Abel 群，其秩小于等于 r − 1。由推论2.6.5可知 H = K × Zhr 是自由 Abel 群，其秩小于等于 r。

引理 2.6.10. 设 G 是有限生成的无挠群，那么 G 是有限秩的自由 Abel 群，即存在正整数 r 使得
G ' Zr。

证明. 设 x1, . . . , xr 是一组生成元，y1, . . . , ys 是 G 中自由的元素数量最多的一组，记 H = 〈y1, . . . , ys〉。
那么对任意 i，xi, y1, . . . , ys 都不是自由的，故存在 ni > 0 使得 nixi ∈ H。记 n = n1 · · ·nr，于是根据
定义 nG 是 H 的子群。由于 H 是秩为 s 的自由 Abel 群，故由引理2.6.9知而 nG 也是自由 Abel 群，
另一方面由于 nG ' G，故 G 是自由 Abel 群。

最后我们可以证明如下有限生成 Abel 群的基本定理。

定理 2.6.11. 设 G 是有限生成的 Abel 群，那么存在整数 r, n1, n2, . . . , ns 使得

G ' Zr × Z/n1Z× Z/n2Z× · · · × Z/nsZ,

且满足如下条件：

1. r ≥ 0 且 ni ≥ 2；

2. 对任意 1 ≤ i ≤ s− 1 均有 ni+1 | ni。

并且满足上述条件的整数 r, n1, n2, . . . , ns 是唯一的。其中 r 被称为群 G 的秩，n1, n2, . . . , ns 被称为群
G 的不变因子。

证明. 由于 G/Gtor 是无挠的，故由引理 2.6.10 可知 G/Gtor 是自由 Abel 群，不妨设 x1, . . . , xr ∈ G 使
得 G/Gtor ' Zx̄1 × · · · × Zx̄r。设 H = 〈x1, . . . , xr〉，容易看出 H ∩Gtor = {0} 并且 G = H +Gtor。因
此根据引理2.6.3可知 G ' H ×Gtor ' Zr ×Gtor。最后结合定理2.6.2即可完成证明。
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习题

练习 2.6.1. 证明群 Z/12Z× Z/90Z× Z/25Z 和群 Z/100Z× Z/30Z× Z/9Z 是同构的。

练习 2.6.2. 在同构意义下写出所有阶为 2025 的 Abel 群及其不变因子。

练习 2.6.3. 在同构意义下找出所有的 Abel 群 G 使得存在子群 H 满足 H ' Z/2Z× Z/2Z ' G/H。

练习 2.6.4. 证明任意一个非循环的交换群 G 都存在一个子群 H 及素数 p 使得 H ' Z/pZ× Z/pZ。

练习 2.6.5. 设 n ≥ 1 是一个正整数，构造 R 的一个子群同构于 Zn。

练习 2.6.6. 设 (a, b), (c, d) ∈ Z2 并且 ad − bc 6= 0。设 G 为由 (a, b), (c, d) 生成的 Z2 的子群，证明
|Z2/G| = |ad− bc|。

练习 2.6.7. 1. 设 u1 = (2, 1), u2 = (1, 2) ∈ Z2，记 M 为 Z2 中由 u1, u2 生成的子群，计算 Z2/M。

2. 设 u1 = (2, 1, 1), u2 = (1, 2, 1), u3 = (1, 1, 2) ∈ Z3，记 M 为 Z3 中由 u1, u2, u3 生成的子群，计算
Z3/M。

练习 2.6.8. 设 G 是有限 Abel 群，证明对于 |G| 的任何因子 d，均存在 G 的子群 H 使得 |H| = d。

练习 2.6.9. 设 G 是有限群，且对任意 g ∈ G 均有 g2 = 1。证明 G 是 Abel 群，并证明存在整数 n 使
得 G ' (Z/2Z)n。

练习 2.6.10. 设 p 是一个素数。

1. 若 p ≥ n，证明对任意 g ∈ Un(Z/pZ) 均有 gp = 1，其中 Un 的定义见2.1.4节。

2. 证明对任意 p ≥ 3，存在阶为 p3 的非交换群 G 使得对任意 g ∈ G 均有 gp = 1。

练习 2.6.11. 设 G =
∏

p Z/pZ，其中乘积遍历所有的素数 p，求 Gtor。

练习 2.6.12. 设 G ⊆ Q 为由 1/p 生成的子群，其中 p 遍历所有的素数。

1. 证明 G = {m
n
| m ∈ Z, n ∈ N>0, n 没有平方因子}。

2. 证明 G→ G 的所有群同态均形如 x 7→ kx，其中 k 是一个整数。

3. 证明 Aut(G) ' Z/2Z。

练习 2.6.13. 证明 GLn(Q) 的有限子群都共轭于 GLn(Z) 的子群。（提示：考虑
∑

g∈G g · Zn。）

练习 2.6.14. 设 G 是一个 Abel 群，n 是一个正整数，记 S(G,n) 为 G 中所有指数为 n 的子群组成的
集合。

1. 设 H ∈ S(G,n)，证明 nG ⊆ H。

2. 证明 S(G,n) 和 S(G/nG, n) 之间存在一个双射。

3. 设 m,N 是两个正整数且 m,n 互素。证明 S((Z/mn)N ,mn) 和 S((Z/mZ)N ,m)×S((Z/nZ)N , n)
之间存在一个双射。
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4. 证明 S(Z2, 2) 中恰好有三个元素，并写出这三个元素。

5. 证明 |S(Z2,m)| =
∑

d|m d。（提示：对 m 的每个因子 d，考虑满足 H ∩ (Z× 0) = dZ× 0 ⊆ Z2 的
子群 H ∈ S(Z2, n) 的个数。）并计算生成级数

∑
r≥0 |S(Z2, pr)|T r 及

∑
n≥1 |S(Z2, n)|ns。

练习 2.6.15. 设 G 是一个 Abel 群，我们称同态 G → C∗ 为 G 的特征。我们记 G 上所有特征组成的
集合为 Ĝ。在 Ĝ 可以定义如下运算：对任意 χ, ψ ∈ Ĝ，(χψ)(g) := χ(g)ψ(g)。

1. 证明在上述运算下 Ĝ 构成一个 Abel 群，我们称之为群 G 的特征群或对偶群。

2. 证明 Ẑ/nZ ' Z/nZ。

3. 设 G1, G2 是两个 Abel 群，证明 Ĝ1 ×G2 ' Ĝ1 × Ĝ2。

4. 设 G 是有限 Abel 群，证明 Ĝ ' G。

5. 证明下列映射是一个同构：
ιG : G −−→ ̂̂

G

g 7−−→ (χ 7→ χ(g)).

练习 2.6.16 (有限 Fourier 分析). 设 G 是一个有限 Abel 群，记 L2(G) 为所有 G 到 C 的函数组成的
C-线性空间。我们在 L2(G) 上定义如下 Hermitian 内积：〈f, f ′〉 = 1

|G|
∑

g∈G f(g)f
′(g)。

1. 证明 L2(G) 作为复线性空间的维数等于 |G|。

2. 证明 Ĝ 构成 L2(G) 的一组正交基。

3. 对任意 f ∈ L2(G)，证明 f =
∑

χ∈Ĝ〈f, χ〉χ。

练习 2.6.17. 设 p 是一个素数，我们考虑
∏

n≥1 Z/pnZ 的子集：

Zp := {(xn) ∈
∏
n≥1

Z/pnZ | xn+1 ≡ xn (mod pn) ∀n ≥ 1}.

我们称之为p-进整数。

1. 证明 Zp 是
∏

n≥1 Z/pnZ 的子群，并且对任意正整数 n，映射 Zp → Z/pnZ，(xn) 7→ xn 是满同态。

2. 证明 Zp 没有非平凡的有限阶元素。

3. 记 µp∞ 为练习2.2.20中的 Prüfer 群。证明对任意 χ ∈ µ̂p∞，均存在唯一的元素 (xn) ∈ Zp 使得对
任意 n ≥ 1 有 χ(e2πi/p

n

) = e2πixn/p
n

。

4. 证明 µ̂p∞ ' Zp。

练习 2.6.18 (Cohen-Lenstra 密度问题). 设 p 是素数

1. 设 n1 ≤ · · · ≤ nr 是一列正整数。计算 Aut(Z/pn1Z× · · · × Z/pnrZ) 的阶。
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2. 记 (p)r =
∏r

i=1(1− p−i)。证明 ∑
G 是 Abel p-群

|G|≤pr

1

|Aut(G)| =
1

(p)r
.

由此证明 ∑
G 是 Abel p-群

1

|Aut(G)| =
1

(p)∞
.
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第三章 环

3.1 环的概念及例子

3.1.1 环的概念

定义 3.1.1. 设 R 是一个具有两种二元运算 ‘‘ + ” 和 ‘‘ · ”（分别称为加法和乘法）的非空集合. 若它满
足如下三条性质

1. R 关于加法运算构成一个交换群。

2. R 关于乘法满足结合律，也就是说对任意 a, b, c ∈ R 均有 (a · b) · c = a · (b · c)。

3. R 满足乘法对加法的分配律，也就是说对任意 a, b, c ∈ R，我们有

(a+ b) · c = a · c+ b · c, c · (a+ b) = c · a+ c · b.

我们则称 R 为一个环。若 R 有乘法单位元，则称 R 为含幺环。若 R 关于乘法运算是交换的，那
么称 R 是交换环。若环 R 的非零元关于乘法运算均有逆元，则称 R 为除环。若 R 是交换除环，
那么称 R 为域。

例 3.1.2. 1. 整数集 Z 关于通常意义下的加法和乘法构成一个环。

2. 集合
Z[i] := {m+ ni | m,n ∈ Z}

关于通常意义下的加法和乘法构成一个环。该环被称之为高斯整数环。

3. 我们熟知的有理数集，实数集，复数集在通常的加法与乘法下均构成一个域。设 p 是一个素数，那
么根据初等数论中的 Bézout 定理可知 Z/pZ 中的非零元均是可逆的，因此 Z/pZ 也是一个域，它
被称之为有限域。更多关于域的内容将在下一章介绍。

定义 3.1.3. 设 a 是环 R 中的非零元素，若存在非零元素 b ∈ R 使得 ab = 0 或 ba = 0，那么我们称 a

为零因子。若 R 没有零因子，我们则称 R 为整环。假设 R 含有乘法单位元，设 u ∈ R，若存在 v ∈ R
使得 uv = vu = 1，那么我们称 u 为 R 中的单位。我们记 R 中所有单位组成的集合为 R∗。

注意到 R 中的零因子一定不是单位。下面我们给出一些例子。

例 3.1.4. 1. 设 R = Mn(C) 为矩阵环。那么根据线性代数的知识可知它里面的零因子即为所有秩小
于 n 大于 0 的矩阵，而单位则为所有可逆矩阵。

59
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2. 设 R = Z/mZ，其中 m 是一个正整数，那么 0̄ 6= ā ∈ R 是零因子当且仅当 (a,m) > 1，而 ā ∈ R
是单位当且仅当 (a,m) = 1。

在给出更多的例子之前，我们先介绍一些环的基本性质。

命题 3.1.5. 设 R 是一个环。

1. 对任意 a ∈ R 均有 0 · a = a · 0 = 0；

2. 对任意 a, b ∈ R 均有 (−a) · b = a · (−b) = −(ab)，其中 −a 是 a 的加法逆元；

3. 对任意 a, b ∈ R 均有 (−a) · (−b) = ab；

4. 若 R 有单位 1，那么单位是唯一的，并且对任意 a ∈ R，均有 −a = (−1) · a。

证明. 我们仅对第一条进行证明，其余的证明均是类似的。因为 0 · a = (0+ 0) · a = 0 · a+0 · a，由于加
法构成一个群，故两边加上 0 · a 的加法逆元可得 0 = 0 · a。

注 7. 设 R是一个环，a ∈ R，n是一个正整数，和群的情况类似，我们可以记 na = a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n个

, 0a =

0, (−n)a = n(−a) 以及 an = aa · · · a︸ ︷︷ ︸
n个

。我们需要注意到在记号 na 中 n 不一定是环 R 中的元素，所以

它表示的不是环 R 中的元素的乘法。该记号和注 2 中所示一样满足乘法和加法的分配率以及指数运算
的规则，故不再赘述。只需注意一点当 R 有乘法单位元时，我们才能定义 a0 = 1，而当 a 有乘法逆元
时，我们才能定义 a−n = (a−1)n。

3.1.2 多项式环和形式幂级数环

设 R 是一个环，考虑如下以 R 中元素为系数的多项式全体，即

R[x] := {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | a0, a1, . . . , an ∈ R,n ≥ 0}.

若 an 6= 0，我们称 an 为多项式 f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n 的首项系数，n 为多项式 f(x) 的次数，

并记作 deg f。R[x] 上的加法和乘法定义如下：设
∑n

i=0 aix
i,
∑m

i=0 bix
i ∈ R[x]（不妨设 n ≥ m），其加

法定义为
n∑

i=0

aix
i +

m∑
i=0

bix
i = (a0 + b0) + · · ·+ (am + bm)xm + am+1x

m+1 + · · ·+ anx
n.

乘法定义为 (
n∑

i=0

aix
i

)(
m∑
i=0

bix
i

)
=

m+n∑
k=0

 ∑
i+j=k

i≤n,j≤m

aibj

xk.

若 R 是整环，根据定义我们容易知道

deg(f + g) ≤ max{deg f, deg g}, deg(f · g) = deg f + deg g. (3.1)

但是要注意到如果 R 不是整环，那么上述结论不一定成立。例如设 R = Z/4Z，那么 f(x) = 2x+ 1 的
次数是 1，但是 f(x) · f(x) = 4x2 + 4x+ 1 = 1 的次数是 0。容易验证 R[x] 构成一个环，因此我们通常
称 R[x] 为一元多项式环。
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命题 3.1.6. 设 R 是一个整环，那么 R[x] 也是一个整环，R[x] 中的单位即为 R 中的单位。

证明. 设 f(x) = anx
n+ · · ·+ax+a0, g(x) = bmx

m+ · · ·+b1x+b0 两个非零多项式，其中 an, bm 6= 0。根
据多项式的乘法的定义知 f(x)g(x) 的首项系数是 anbm，因为 R 是整环，所以 anbm 6= 0，故 f(x)g(x)

也不是零多项式。因此 R[x] 是整环。
设 f(x)是 R[x]中的单位，那么存在 g(x) ∈ R[x]使得 f(x)g(x) = 1。根据式(3.1)有 0 = deg(f ·g) =

deg f + deg g，因此 f, g 均只能为常数多项式，而 fg = 1 表明 f 是 R 中的单位。

更一般地，我们可以定义多元多项式环。设 xλ, λ ∈ Λ 是一族未定元。我们定义

R[xλ]λ∈Λ = {
∑

λi1
,...,λin∈Λ

aλi1
,...,λin

xk1

λi1
· · ·xkn

λin
| aλi1

,...,λin
∈ R, k1, . . . , kn ≥ 0}.

R[xλ]λ∈Λ 上的加法和乘法与一元多项式环类似，逐项相加相乘即可。当 Λ 是 n 元有限集时，我们可以
将 n 元多项式环记为 R[x1, x2, . . . , xn]。
设 R 是一个环，考虑如下以 R 中元素为系数的形式幂级数全体，即

R[[x]] := {a0 + a1x+ a2x
2 · · · | a0, a1, a2 · · · ∈ R}.

R[[x]] 上的加法和乘法定义如下：设
∑

i≥0 aix
i,
∑

i≥0 bix
i ∈ R[[x]]，其加法定义为∑

i≥0

aix
i +
∑
i≥0

bix
i = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ . . . .

乘法定义为 (∑
i≥0

aix
i

)(∑
i≥0

bix
i

)
=
∑
k≥0

( ∑
i+j=k

aibj

)
xk.

容易验证 R[[x]] 构成一个环，我们称之为形式幂级数环。它与多项式环有着许多不同的性质。例如多项
式 f(x) 在 C[x] 上可逆当且仅当 f(x) 是非零常数多项式。但是绝大部分非常数幂级数都是可逆的，例
如

(1− x)−1 = 1 + x+ x2 + . . . .

更一般地，我们有如下结论：

命题 3.1.7. 设 R 是一个整环，那么 R[[x]] 也是整环，并且 f(x) ∈ R[[x]] 是单位当且仅当 f(x) 的常数
项是 R 中的单位。

证明. 设 f(x) = anx
n + an+1x

n+1 + . . . , g(x) = bmx
m + bm+1x

m+1 + · · · ∈ R[[x]] 是两个非零元素，其中
an, bm 6= 0。根据形式幂级数乘法的定义可知 f(x)g(x) 的 xn+m 前的系数为 anbm，由于 R 是整环，故
anbm 6= 0。因此 f(x)g(x) 6= 0，这便证明了 R[[x]] 是整环。

若 f(x) = anx
n+an+1x

n+1+· · · ∈ R[[x]]是一个单位，那么存在 g(x) = bmx
m+bm+1x

m+1+· · · ∈ R[[x]]
使得 f(x)g(x) = 1。对比常数项可知 f(x)g(x) 的常数项等于 1，当且仅当 n = m = 0 且 a0b0 = 1，即
有 f(x) 的常数项是 R 中的单位。反之，若 f(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + · · · ∈ R[[x]]，其中 a0 是 R 中的单
位。利用归纳法容易证明存在元素 b0, b1, · · · ∈ R 满足如下一系列等式：

a0b0 = 1, a0b1 + a1b0 = 0, . . . , a0br + a1br−1 + · · ·+ arb0 = 0, . . . .

事实上，我们取 b0 = a−1
0 ，假设 b0, b1, . . . , br−1 均已取好，由于 a0 可逆，因此我们取 br = −a−1

0 (a1br−1+

· · ·+ arb0) 即可。此时取 g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + . . .，那么根据构造我们有 f(x)g(x) = 1，因此 f(x)

是 R[[x]] 中的单位。
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3.1.3 群环

设 R 是一个含幺环，G 是一个群，我们定义集合

R[G] = {
∑
finite

rgg | rg ∈ R, g ∈ G}.

R[G] 中的加法是简单的逐项相加，即
∑
agg +

∑
bgg =

∑
(ag + bg)g。乘法的定义则稍微复杂一些，它

类似于多项式的 Cauchy 乘积。

(a1g1 + · · ·+ angn)(b1g1 + · · ·+ bngn) =
∑
g

 ∑
gigj=g

aibj

 g.

可以验证 R[G] 在上述两种运算下构成一个环，我们称之为群环。

例 3.1.8. 设 G = D8 = 〈r, s | r4 = s2 = 1, rs = sr−1〉是 8阶二面体群，R = Z。考虑 α = r+r2+s, β =

rs− r ∈ R[G]。那么
α+ β = r2 + s+ rs,

αβ = (r + r2 + s)(rs− r) = r2s+ r3s+ srs− r2 − r3 − sr = r2s+ r3s− r2 − sr.

再设 γ = 1− r, δ = 1 + r + r2 + r3，那么我们有

γδ = (1− r)(1 + r + r2 + r3) = 1− r4 = 1− 1 = 0.

这表明 R[G] 不是整环。

3.1.4 Z[
√
d]

在前面的例子中，我们考虑了高斯整数环，更一般地，给定一个非平方数 d，我们可以考虑 Z[
√
d]。

和高斯整数环的例子类似，我们可以证明 Z[
√
d] 在通常的加法和乘法下也构成一个环。对任意 z =

x+y
√
d ∈ Z[

√
d]，我们定义 z在 Z[

√
d]中的共轭为 z̄ = x−y

√
d，以及它的范数为 N(z) = zz̄ = x2−dy2。

注意到当 d < 0，z 的范数即为 z 的模长的平方。对于环 Z[
√
d] 而言，我们可以用范数来描述它的单位。

引理 3.1.9. 我们有 (Z[
√
d])∗ = {z ∈ Z[

√
d] | N(z) = ±1}。

证明. 假设 a, b ∈ Z[
√
d] 且 ab = 1，那么有 N(ab) = N(a)N(b) = 1，但是根据定义有 N(a) ∈ Z，因此

N(a), N(b) 只能为 ±1。反之，若 a ∈ Z[
√
d] 有 N(a) = ±1，即有 aā = ±1，因此 a 是 Z[

√
d] 中的单

位。

当 d < 0 时，我们可以直接计算 Z[
√
d] 中的单位。

推论 3.1.10. 我们有 (Z[
√
−1])∗ = {±1,±

√
−1}，且当 d < −1 时有 (Z[

√
d])∗ = {±1}。

证明. 假设 x+d
√
d ∈ (Z[

√
d])∗，那么根据引理3.1.9，有 x2−dy2 = ±1。当 d < 0时，只能有 x2−dy2 = 1。

当 d = −1时，方程即为 x2+ y2 = 1，容易看出该方程的整数解只有 x = ±1, y = 0 或者 x = 0, y = ±1，
对应的 z 分别为 ±1,±

√
−1。当 d < −1 时，若 y 6= 0，则必有 1 = x2 − dy2 ≥ −d，与假设矛盾。因此

只能有 z = ±1。
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然而一般来说当 d > 0 时，计算 Z[
√
d] 的单位是一件很困难的事，它与数论中的 Pell-方程密切相

关。可以证明此时 (Z[
√
d])∗ 一定是无穷集，参考练习3.1.18。

命题 3.1.11. 设 d > 0 是一个非平方数，那么存在一个最小的元素 ηd > 1 使得 (Z[
√
d])∗ = 〈−1, ηd〉 '

Z/2Z× Z。这里的 ηd 被称为基本单位。

例 3.1.12. 对于比较小的 d，下图展示了对应的基本单位。

d 2 3 5 6 7 8 10 11 12

ηd 1 +
√
2 2 +

√
3 2 +

√
5 5 + 2

√
6 8 + 3

√
7 3 +

√
8 3 +

√
10 10 + 3

√
11 7 + 2

√
12

3.1.5 矩阵环和四元数环

最后我们介绍两个非交换环的例子。设 R 是任意一个环，n 是正整数。记 Mn(R) 为所有系数在 R

中的 n 阶矩阵组成的集合。我们用 (aij)1≤i,j≤n（简记为 (aij)）表示 R 中的元素。和通常的矩阵一样，
我们定义 Mn(R) 中的加法和乘法为：

(aij) + (bij) = (aij + bij),

而 (aij) × (bij) 的第 (i, j) 位置元素为
∑n

k=1 aikbkj。直接验证可知 Mn(R) 构成一个环。易知当 n ≥ 2

时，Mn(R) 不是交换环，也不是整环。若 R 含有乘法单位元，那么 Mn(R) 也有乘法单位元，即为对
角线元素为 1，其余位置为 0 的矩阵。此时 Mn(R) 中的单位即为 n 阶可逆矩阵，我们称之为 R 上的
一般线性群，记作 GLn(R)。

另一个例子是四元数环。记 H 为所有形如 a+ bi+ cj + dk 的元素组成的集合，其中 a, b, c, d ∈ R。
H 中的加法定义为：

(a+ bi+ cj + dk) + (a′ + b′i+ c′j + d′k) = (a+ a′) + (b+ b′)i+ (c+ c′)j + (d+ d′)k,

其乘法通过分配律以及如下关系定义：

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

例如

(1 + i+ 2j)(i+ k) = i+ k + i2 + ik + 2ji+ 2jk = i+ k − 1− j − 2k + 2i = −1 + i− j − k.

可直接验证 H构成一个非交换环，其零元素为 0 = 0+0i+0j+0k，乘法单位元为 1 = 1+0i+0j+0k。
而且 H 的任意非零元均是可逆的，直接计算可知

(a+ bi+ cj + dk)−1 =
a− bi− cj − dk
a2 + b2 + c2 + d2

.

四元数的定义看上去并不是很自然，我们将在下一节从矩阵的角度来理解四元数。像四元数环这种非零
元素均可逆的环被称为除环，交换除环即为域。Wedderburn 小定理表明任何有限除环都是域，相关证
明可参考这里。

https://mathmondays.com/wedderburn
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3.1.6 环的直积

和群的直积类似，我们也可以定义环的直积。从集合的角度来说，环的直积同样也是集合的笛卡尔
积，因此我们需要在这个笛卡尔积上赋予环结构。

定义 3.1.13. 设 (Ri)i∈I 是一族环（我们将不同环上的运算均记为 +, ·）。我们定义其笛卡尔积上的加
法运算为 (ri)i + (si)i = (ri + si)i，其乘法运算为 (ri)i · (si)i = (ri · si)i。我们称具有上述运算的集合为
Ri, i ∈ I 的直积，记作

∏
i∈I Ri。特别地，当 I 是有限集时，我们直接记为 R1 ×R2 × · · · ×Rn。

直接验证可知
∏

i∈I Ri 在上述运算下构成一个环。通常情况下，环的直积都不会是整环。例如我们
分别取 R1, R2 中的非零元 r1, r2，于是 (a, 0), (0, b)都是 R1×R2 中的非零元，但是显然有 (a, 0) ·(0, b) =
(0, 0)。因此 (a, 0), (0, b) 均为零因子。

习题

练习 3.1.1. 设 C 为从 [0, 1] 到 R 的所有连续函数构成的集合。证明 C 在函数的加法和乘法下构成一
个环，并证明非零函数 f(x) ∈ C 是零因子当且仅当存在 {a ∈ [0, 1] | f(a) = 0} 包含一个开区间。

练习 3.1.2. 设 M 是一个加法群，记 EndM 为 M 到自身的全体同态的集合。设 f, g ∈ EndM，定义
其加法为 (f + g)(x) = f(x) + g(x)，∀x ∈M。EndM 上的乘法定义为映射的复合。验证 EndM 在这
两种运算下够成一个环。

练习 3.1.3. 设 X 是一个非空集合，记 P(X) 为 X 的所有子集组成的集合。我们在 P(X) 上定义如下
加法和乘法：

A+B = (A−B) ∪ (B −A), A×B = A ∩B.

这里 A−B := {a | a ∈ A, a /∈ B}。证明 P(X) 是一个含幺交换环。

练习 3.1.4. 设 d ∈ Z 是非平方数且 d ≡ 1 (mod 4)。记 τd = 1+
√
d

2
及

Ad = Z+ Zτd = {n+mτd | m,n ∈ Z}.

1. 证明 Ad 在通常的加法与乘法下构成一个环。

2. 计算 A∗
−3。

3. 证明当 d < −3 时 A∗
d = {±1}。

练习 3.1.5. 设 R 是一个含幺整环，证明 R 中的幂等元只有 0 和 1，这里我们称满足 a2 = a 的元素为
幂等元。

练习 3.1.6. 设 R 是一个环，若对任意 x ∈ R 均有 x2 = x，证明 R 是交换环。这类环被称为布尔环，
例如练习3.1.3中的 P(X) 便是一个布尔环。

练习 3.1.7. 证明唯一的布尔整环是 Z/2Z。

练习 3.1.8. 设 R 是一个含幺环，设 a, b ∈ R，若 1− ab 是可逆元，证明 1− ba 也是可逆元。

练习 3.1.9. 证明任意有限交换整环一定是域。
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练习 3.1.10. 设 a ∈ R，若存在正整数 n 使得 an = 0，则称 a 为幂零元。若 a 是幂零元，证明 1 + a

是 R 中的单位。

练习 3.1.11. 设 R 是一个含幺交换环，f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ R[x]。

1. 证明 f 是幂零元当且仅当 a0, a1, . . . , an 是幂零元。

2. 证明 f 是一个单位当且仅当 a0 是单位，a1, . . . , an 是幂零元。

练习 3.1.12. 设 R 是一个含幺交换环，证明 f(x) ∈ R[x] 是零因子当且仅当存在非零元 a ∈ R 使得
af(x) = 0。

练习 3.1.13. 设 α = 3(1 2)−5(2 3)+(1 2 3), β = 2(1)+(2 3)−3(1 3 2) ∈ ZS3，计算 2α+3β, αβ, βα, α2。

练习 3.1.14. 设 α = 3(1 2) − 5(2 3) + (1 2 3), β = 2(1) + (2 3) − 3(1 3 2) ∈ Z/3ZS3，计算 2α +

3β, αβ, βα, α2。

练习 3.1.15. 设 K 是一个域，若映射 ν : K∗ → Z 满足如下条件：

1. ν 是一个群同态；

2. ν 是满射；

3. 对任意 x, y ∈ K∗ 且 x+ y 6= 0 均有 ν(x+ y) ≥ min{ν(x), ν(y)}。

我们则称 ν 是 K 上的一个离散赋值。我们称 R = {x ∈ K∗ | ν(x) ≥ 0} ∪ {0} 为 ν 的赋值环。证明对
任意 x ∈ K∗，若 x /∈ R，则 x−1 ∈ R，并且 x 是 R 中的单位当且仅当 ν(x) = 0。

练习 3.1.16. 设 p 是一个素数，对任意 a
b
∈ Q，我们记 a

b
= pn c

d
其中 p - cd。我们定义 νp : Q∗ → Z 为

νp(a/b) = n。证明 νp 是 Q 上的一个离散赋值，并计算其赋值环。证明这是 Q 上的所有离散赋值。

练习 3.1.17. 1. 设 (a, b), (c, d) ∈ Z2 并且 ad− bc 6= 0。设 G 为由 (a, b), (c, d) 生成的 Z2 的子群，证
明 |Z/G| = |ad− bc|。

2. 设 d > 0 是一个非平方的整数，0 6= Z[
√
d]。证明加法群 Z[

√
d]/zZ[

√
d] 是有限群且元素个数等于

|N(z)|。

练习 3.1.18. 设 d > 0 是一个非平方的整数。

1. 证明对任意 α ∈ R 及任意整数 M ≥ 1，存在 p ∈ Z 及 1 ≤ q ≤M 使得 |q − qα| < 1
M
。

2. 证明存在一列非零数 zn ∈ Z[
√
d] 使得 zn → 0 且 {N(zn)} 是有界的。

3. 证明上面的数列中存在一个子列 {znk
} 及整数 m ∈ Z 使得对任意 k, ℓ > 1 均有 N(znk

) = m 且
znk

znℓ
∈ mZ[

√
d]。

4. 证明 Z[
√
d] 中有无穷多个单位。

3.2 理想与商环

为方便起见，本节均假设环 R 为含幺环。
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3.2.1 理想

定义 3.2.1. 设 R 是一个环，S 是 R 的非空子集。若 S 关于 R 的两种运算也构成一个环，那么称 S 为
R 的子环。

类似于群论中的商群，我们同样可以定义商环。和群的情况类似，仅仅只有子环结构，我们无法在
等价类上定义一个自然的环结构，因为无法保证 R 和 S 中的元素的乘法封闭性，为此我们需要给出理
想的概念。

定义 3.2.2. 设 R 是一个环，I 是 R 的一个子环，并且对任意 a ∈ I 及 r ∈ R 均有 ra ∈ I（ar ∈ I），
则称 I 为 R 的左（右）理想。若 I 既是左理想又是右理想，则称 I 为双边理想，简称理想。

注意到对于交换环而言，左理想，右理想和双边理想是相同的。

例 3.2.3. 1. 任意环 R 均有两个平凡理想 0 和 R。

2. 对任意正整数 m，mZ 都是 Z 的理想。

3. Z 是 Z[i] 的子环，但不是理想。

4. 设 R[x] 为环 R 上的多项式环，I 为所有常数项等于 0 的多项式的集合，那么 I 是 R[x] 的一个
理想。

5. 更一般地，设 f(x) ∈ R[x]，记 (f(x)) = {f(x)g(x) | g(x) ∈ R[x]}，那么 (f(x)) 也是 R[x] 的理想。

和群的情况类似，我们也可以考虑用部分元素来生成环 R 的理想。

定义 3.2.4. 设 A 是环 R 的一个子集，我们记 (A) 为 R 中包含 A 的最小理想。我们称 (A) 为由 A 生
成的理想。若 A 只有一个元素，则称该理想为主理想，若 A 只有有限个元素，则称 A 是有限生成的理
想。

我们下面介绍理想的一些基本性质。

命题 3.2.5. 设 {Iλ}λ∈Λ 是环 R 中的一族理想，那么
⋂
Iλ 也是 R 的理想。特别地，设 A 是 R 的一个

子集，那么
(A) =

⋂
A⊆I

I,

这里 I 遍历 R 中所有包含 A 的理想。

证明. 直接验证即可。

命题 3.2.6. 设 I, J 是环 R 的两个理想，定义理想的和与乘积分别为

I + J = {a+ b | a ∈ I, b ∈ J}, IJ = {a1b1 + · · ·+ anbn | a1, . . . , an ∈ I, b1, . . . , bn ∈ J}.

那么 I + J 和 IJ 都是 R 中的理想。

证明. 直接验证即可。

命题 3.2.7. 设 I 是环 R 的一个理想，那么
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1. I = R 当且仅当 I 包含一个单位；

2. 若 R 是交换环，那么 R 是一个域当且仅当 R 只有 0 和 R 两个理想。

证明. 若 I = R，那么 I = (1)。反之，若 I = (u)，其中 u 是一个单位，那么对任意 a ∈ R 均有
a = au−1 · u ∈ I，所以 I = R。
假设 R 是一个域，显然它只有平凡的理想。反之，对任意 0 6= a ∈ R，(a) 不是零理想，因此根据

假设知 (a) = R，所以存在 b ∈ R 使得 ab = 1，所以 a 可逆，这表明 R 是一个域。

3.2.2 环同态和商环

和群同态类似，我们也可以定义环之间的同态关系。

定义 3.2.8. 设 R,S 是两个环，若映射 φ : R → S 满足对任意 a, b ∈ R 有 φ(ab) = φ(a)φ(b)，φ(a +
b) = φ(a) + φ(b)，则称 φ 为环同态。我们称集合 kerφ = {a ∈ R | φ(a) = 0} 为 φ 的核，称集合
Imφ = {φ(a) | a ∈ R} 为 φ 的像。如果 φ 还是双射，则称 φ 是环同构。

同样地我们要注意到 R 中元素的加法和乘法与 S 中的加法与乘法不一定相同，在不会引起混淆的
情况下，我们均用 a + b 与 ab 表示。在群论中，我们需要正规子群才能定义商群，而在环论中，前面
定义的理想便取代了正规子群的地位。设 I 是环 R 的一个理想，我们记

R/I := {r + I | r ∈ R}.

我们可以在集合 R/I 上定义两种运算：对任意 r, s ∈ R，我们定义

(r + I) + (s+ I) := (r + s) + I, (r + I)(s+ I) := rs+ I.

定理 3.2.9. 集合 R/I 在这两种运算下构成一个环，我们称其为商环，并且我们有自然同态

π : R −−→ R/I

r 7−−→ r + I.

证明. 直接验证即可。

商环同样有如下泛性质：

命题 3.2.10. 设 R,S 是两个环，I 是 R 的理想，对任意环同态 f : R→ S，若 I ⊆ ker f，那么存在唯
一的环同态 f̄ : R/I → S 使得 f = f̄ ◦ π，即有如下交换图表：

R S

R/I

f

π
f̄

证明. 证明和命题2.3.16类似，我们略去不表。

例 3.2.11. 1. 设 R 是一个环，那么我们有同构

R[x]/(x) −−→ R

f̄(x) 7−−→ f(0).
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2. 设 R 是一个环，我们有环同构 R[x1, x2, . . . , xn] → R[x1, x2, . . . , xn−1][xn]，该映射即为将多元多
项式 f(x1, x2, . . . , xn) 视作关于 xn 的多项式，其系数在 R[x1, x2, . . . , xn−1] 中。

3. 设 R 是一个环，G 是一个有限群，那么如下映射是一个群同态：

RG −−→ R∑
i=1 rigi 7−−→

∑n
i=1 ri.

4. 设 I 是环 R 的一个理想，记 (I) = I[x] 为 R[x] 中 I 生成的理想，那么我们有环同构 R[x]/(I) '
(R/I)[x]。

5. 设 I = (2, x) ⊆ Z[x]，考虑如下同态：

Z[x]/I −−→ Z/2Z
f̄(x) 7−−→ f(0).

可以验证这是一个环同构。

6. 设 R = C[x, y]/(x2, xy, y2)，并假设 x̄, ȳ 分别为 x, y 所在的类。那么 R 中的任意元素均可表示成
a+ bx̄+ cȳ。这是因为 x̄2, x̄ȳ, ȳ2 在 R 中均等于 0̄。此时 a+ bx̄+ cȳ 在 R 中可逆当且仅当 a 6= 0。
当 a 6= 0 时，不妨设 a = 1，那么 1 + bx̄+ cȳ 的逆即为 1− bx̄− cȳ，这是因为

(1 + bx̄+ cȳ)(1− bx̄− cȳ) = 1− (bx̄+ cȳ)2 = 1.

7. 设 R = Q[x, y, z]/(x− xyz)，并假设 x̄, ȳ, z̄ 分别为 x, y, z 所在的类。那么 R 不是一个整环，并且
有 (x̄) = (x̄ȳ)。事实上，在 R 中，我们有 x̄(1− ȳz̄) = 0，但是容易验证 x̄ 和 1− ȳz̄ 在 R 中均不
是零元素。因此 R 不是整环。一方面，我们显然有 (x̄ȳ) ⊆ (x̄)。另一方面，由于 x̄ = x̄ȳz̄ ⊆ (x̄ȳ)。
因此我们有 (x̄) = (x̄ȳ)。

8. 设 Ri 均为环，并且有如下同态链条：

· · · → Ri−1
fi−→ Ri

fi+1−−→ Ri+1 → . . . ,

若这些同态均满足 Im fi = ker fi+1，那么则称该同态链条为正合列。容易验证

0→ R′ f−→ R 是正合列 ⇐⇒ f 是单射;

R
g−→ R′′ → 0 是正合列 ⇐⇒ g 是满射.

而 0→ R′ f−→ R
g−→ R′′ → 0是正合列当且仅当 f 是单射，g 是满射且 g 诱导了同构 R/f(R′) ' R′′。

像这样的正合列被称之为短正合列。例如我们有短正合列：0→ Z ×n−−→ Z→ Z/nZ→ 0。

9. 在3.1.5节中定义的除环看上去并不是特别地自然，我们可以用矩阵的语言重新定义除环。首先我

们注意到复数 a+ bi 可以对应于一个 2× 2 的实矩阵

(
a b

−b a

)
。同时该对应给出了复数域到矩阵

环的子环

{(
a b

−b a

)
| a, b ∈ R

}
直接的一个环同构。类似地，考虑如下复矩阵集

M =

{(
α β

−β α

)
| α, β ∈ R

}
.
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我们可以定义映射：

H −−→ M

a+ bi+ cj + dk 7−−→

(
a+ b

√
−1 c+ d

√
−1

−c+ d
√
−1 a− b

√
−1

)
.

可以验证这是一个环同构。特别地，我们有

i 7→

(√
−1 0

0
√
−1

)
, j 7→

(
0 1

−1 0

)
, k 7→

(
0

√
−1

√
−1 0

)
.

和群同构定理类似，我们也有如下的环同构定理。其证明和群同构定理类似，故我们略去不表。

定理 3.2.12 (第一同构定理). 设 φ : R→ S 是一个环同态，那么 kerφ 是 R 的一个理想，并且有同构
R/ kerφ ' φ(R)。

定理 3.2.13 (第二同构定理). 设 A是环 R的子环，B 是环 R的理想。设 A+B = {a+b | a ∈ A, b ∈ B}。
那么 A+B 是 R 的子环，A ∩B 是 A 的理想，并且有同构 (A+B)/B ' A/(A ∩B)。

定理 3.2.14 (第三同构定理). 设 I, J 是环 R 的理想，且 I ⊆ J。那么 J/I 是 R/I 的理想，且
(R/I)/(J/I) ' R/J。

3.2.3 中国剩余定理

这一节我们讨论中国剩余定理。设 I, J 是环 R 的两个理想，若存在 r ∈ I, s ∈ J 使得 r + s = 1，
我们则称 I, J 互素。首先我们给出互素的理想的一些基本性质。

命题 3.2.15. 设 I1, I2, . . . , In 是 R 中两两互素的理想，那么 I1 和 I2 ∩ · · · ∩ In 也互素。

证明. 由于 I1 和 Ii，i = 2, . . . , n 互素，因此存在 ri ∈ I1 和 si ∈ Ii 使得 ri + si = 1，累乘即得
(r2 + s2) · · · (rn + sn) = 1。将其展开可得

r2(r3 + s3) · · · (rn + sn) + s2r3(r4 + s4) · · · (rn + sn) + · · ·+ s2s3 · · · sn−1rn + s2s3 · · · sn = 1.

根据理想的定义可知上式左边除了最后一项均属于 I1，而 s2s3 · · · sn ∈ I2 ∩ · · · ∩ In，因此根据定义可知
I1 和 I2 ∩ · · · ∩ In 互素。

定理 3.2.16 (中国剩余定理). 设 I1, . . . , In 是环 R 的两两互素的理想，那么我们有环同构

R/I1 ∩ · · · ∩ In ' R/I1 × · · · ×R/In.

证明. 考虑自然映射
ψ : R −−→ R/I1 × · · · ×R/In

r 7−−→ (r + I1, . . . , r + In).

根据定义容易得知 kerψ = I1 ∩ · · · ∩ In，因此根据环同态基本定理，我们只需证明 ψ 是满射即可。首
先我们证明 (1 + I1, 0 + I2, . . . , 0 + In) 在 Imψ 中。根据性质3.2.15可知存在 s ∈ I1 及 r1 ∈ I2 ∩ · · · ∩ In
使得 r1 + s = 1。因此根据定义可知 ψ(r1) = (1 + I1, 0 + I2, . . . , 0 + In)。同理可证存在 r2, . . . , rn 使得
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ψ(ri) = (0 + I1, . . . , 1 + Ii, . . . , 0 + In)。最后对任意 (a1 + I1, . . . , an + In) ∈ R/I1 × · · · ×R/In，根据环
同态的定义可知

ψ(a1r1 + · · ·+ anrn) = (a1 + I1, . . . , an + In).

因此 ψ 是满射。

作为推论，我们可以得到整数版本的中国剩余定理。

推论 3.2.17. 设 n1, n2, . . . , nk 是两两互素的正整数，记 n = n1n2 · · ·nk，那么我们有如下同构

Z/nZ ' (Z/n1Z)× (Z/n2Z)× · · · × (Z/nkZ).

特别地，如果我们取两边的单位群，那么我们有如下群同构

(Z/nZ)∗ = (Z/n1Z)∗ × (Z/n2Z)∗ × · · · × (Z/nkZ)∗.

习题

练习 3.2.1. 判断下面哪些集合是 Z[x] 的理想。

1. 所有常数项是 3 的倍数的多项式组成的集合。

2. 所有奇数项系数为 0 的多项式组成的集合。

3. 所有系数和为 0 的多项式组成的集合。

练习 3.2.2. 设 C 为从 [0, 1] 到 R 的所有连续函数构成的集合，I 是 C 的一个非平凡理想。证明存在
a ∈ [0, 1] 使得对任意 f(x) ∈ I 均有 f(a) = 0。

练习 3.2.3. 设 P(X) 是练习3.1.3中定义的环，设 A ⊆ X 是 X 的一个子集，求 A 在 P(X) 中生成的
理想。

练习 3.2.4. 设 I 是环 R 的理想，记 r(I) = {a ∈ R | ax = 0 ∀x ∈ I}。证明 r(I) 也是一个理想。

练习 3.2.5. 设 I, J,K 是环 R 的理想。下列关于理想的结合律和分配律是否成立。

1. (IJ)K = I(JK)？

2. I(J +K) = IJ + IK？

练习 3.2.6. 设 I1 ⊆ I2 ⊆ 是 R 中的一列理想，证明 ∪n≥1In 也是 R 中的理想。

练习 3.2.7. 证明 Z/mZ 中存在非零的幂零元当且仅当 m 有平方因子，即存在素数 p 使得 p2 整除 m。

练习 3.2.8. 设 R 是一个环，I 是一个理想。我们称集合
√
I := {a ∈ R |存在正整数 n 使得an ∈ I} 为

I 的根。

1. 证明
√
I 是一个理想。

2. 设 R = Z, I = NZ，计算
√
I。
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练习 3.2.9. 设 R 是一个交换环，若 R 的理想均是有限生成的，那么我们称 R 为诺特环。证明下列命
题是等价的。

1. R 是诺特环。

2. 设 (Im)m≥1 是 R 中的一列递增的理想，即对任意 m ≥ 1 有 Im ⊆ Im+1，那么存在 M 使得对任
意 m > M 均有 Im = Im+1。

3. R 的任意一族理想在包含关系下均有极大元。

练习 3.2.10. 若复数 z ∈ C 满足一个首一整系数的多项式，我们则称 z 是一个代数整数，我们记所有
代数整数组成的集合为 Z。

1. 证明 Z 构成一个环。

2. 证明 Z 不是诺特环。

练习 3.2.11. 判断下列命题是否正确。

1. 诺特环的子环都是诺特环。

2. 诺特环的商环都是诺特环。

3. 有限个诺特环的直积是诺特环。

4. 对任意 α ∈ C，环 Z[α] 均是诺特环。

练习 3.2.12. 设 R 是一个诺特环，f : R→ R 是一个环同态。

1. 证明存在整数 n ≥ 1 使得 ker(fn) = ker(fn+1)。由此证明 f : Im(fn)→ Im(fn+1) 是单射。

2. 证明若 f 满射，那么它是双射。

3. 请找一个反例说明上一问中由 f 是单射推不出 f 是双射。

4. 请找一个反例说明若 R 不是诺特环，则 f 是满射也推不出 f 是双射。

练习 3.2.13. 设 d 是一个非平方的整数，R = Z[
√
d]。

1. 设 I 是 R 的一个非零理想，证明 I 包含一个正整数。

2. 对于给定的一个正整数 n，证明至多存在有限个包含 n 的理想。

3. 证明 R 是诺特环，且任意非零理想在 R 中的指数是有限的。

4. 对于给定的一个正整数 n，证明 R 只有有限个主理想 (z) 使得 N(z) = n。

练习 3.2.14. 判断下列映射哪些是从 M2(Z) 到 Z 的环同态。

1.
(
a b

c d

)
7→ a
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2.
(
a b

c d

)
7→ a+ d

3.
(
a b

c d

)
7→ ad− bc

练习 3.2.15. 设 f1 : R1 → R2，f2 : R2 → R3 是环同态，证明 f2f1 : R1 → R3 也是环同态。

练习 3.2.16. 设 f : R→ S 是一个环同态，a 是 R 中的幂零元，证明 f(a) 是 S 中的幂零元。

练习 3.2.17. 1. 证明 Q 上的环同构只有恒等映射。

2. 证明实数域上的环同构也只有恒等映射。

练习 3.2.18. 计算商环 Z/12Z 的所有理想。

练习 3.2.19. 设 m,n 是互素的正整数，证明 Z/mZ 到 Z/nZ 的环同态只有零同态。

练习 3.2.20. 设 X 是一个非空集合，P(X) 是习题3.1.3中定义的环。记 R 为所有从 X 到 Z/2Z 上函
数组成的环。对任意 A ∈ P(X)，定义 χA : X → Z/2Z，其中当 x ∈ A 时，χA(x) = 1，当 x /∈ A 时，
χA(x) = 0。证明映射

P(X) −−→ R

A 7−−→ χA

是一个环同态。

练习 3.2.21. 设 R 是一个环，f(x) ∈ R[x] 为次数 n ≥ 1 的首一多项式。我们记 g(x) 为 p(x) ∈ R[x]
在 R[x]/(f(x)) 中的像。

1. 证明 R[x]/(f(x)) 中的元素均形如 g(x)，其中 g(x) 是次数小于 n 的多项式。

2. 设 a 是 R 中的幂零元，f(x) = xn − a。证明 x̄ 是 R[x]/(f(x)) 中的幂零元。

3. 设 p 是一个素数，R = Z/pZ，f(x) = xp − a，其中 a ∈ Z/pZ。证明 x− a 是 R[x]/(f(x)) 中的
幂零元。

练习 3.2.22. 设 G 是 n 阶交换群，Ĝ 记为从 G 到 C∗ 的全体群同态。对任意 χ ∈ Ĝ，记

eχ =
1

n

∑
g∈G

χ(g)g−1 ∈ C[G].

证明 e2χ = eχ，eχg = χ(g)eχ，
∑

χ∈Ĝ eχ = 1，及对任意 χ 6= χ′ 均有 eχ · eχ′ = 0。

3.3 素理想和极大理想

这一节我们介绍两类特殊的理想，它们在环论中具有重要的作用。
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3.3.1 极大理想

定义 3.3.1. 设 m 是环 R 中的一个理想，若严格包含 m 的理想只有 R 本身，那么则称 m 是极大理想。

一般而言，环不一定会有极大理想，但是对于含幺环而言，极大理想是存在的。和许多存在性问题
类似，极大理想的存在性也依赖于 Zorn 引理。

定理 3.3.2. 设 R 是一个含幺环，那么 R 的任意真理想均包含在一个极大理想中。

证明. 设 I 是 R 的一个真理想，设 S 是 R 中所有包含 I 的真理想组成的集合。显然 S 非空，且在包
含关系下构成一个偏序集。假设 C 是 S 中的一条链，我们定义

J =
⋃
A∈C

A.

首先我们证明 J 是 R 的一个理想。显然 J 是非空的。对任意 a, b ∈ J，不妨设 a ∈ A, b ∈ B，由于 C 是
全序集，因此不妨设 A ⊆ B，于是 a, b ∈ B，因此 a+ b ∈ B ⊆ J。对任意 r ∈ R, a ∈ J，不妨设 a ∈ A，
于是 ra ∈ A ⊆ J，由此可得 J 是一个理想。

下面再证明 J 是真理想，否则假设 1 ∈ J，那么存在 A ∈ C 使得 1 ∈ A，这与 A 是真理想矛盾。这
表明 S 中的任意一条链都在 S 中有上界，因此根据 Zorn 引理可知 S 中有极大元，此即为包含 I 的极
大理想。

注 8. 对于没有乘法单位元的环，我们可以构造一个没有极大理想的例子。取 R = Q，加法是通常意义
下的加法，乘法定义为 ab = 0, ∀a, b ∈ R。在这种情况下，R 的理想即为 Q 的加法子群，然而根据练
习2.3.22可知 Q 没有极大子群。

从定义来说，要验证一个理想是否是极大理想并不是一个简单的事。但是对于交换环而言，极大理
想有一个更加简单的刻画。

命题 3.3.3. 设 R 是一个交换环，那么 m 是 R 的极大理想当且仅当 R/m 是域。

证明. 设 m 是一个极大理想，设 a ∈ R \m，那么 (a) + m 是严格包含 m 的理想，由 m 的极大性可知
(a) +m = R。所以存在 r ∈ R 及 b ∈ m 使得 ar+ b = 1，于是 ā · r̄ = 1̄，这表明 ā 在 R/m 中可逆，由
a 的任意性可知 R/m 是一个域。

反之，若 R/m 是一个域，若 m 不是极大理想，那么存在 a ∈ R \m 使得 (a) +m 是 R 的真理想。
但由于 ā 在 R/m 中可逆，所以存在 r ∈ R 使得 ar− 1 ∈ m，即有 1 ∈ (a) +m，这与 (a) +m 是真理想
矛盾。

例 3.3.4. 1. Z 的理想 (n) = nZ 是极大理想当且仅当 n 是素数。事实上，若 n 不是素数，设 p 是 n

的一个素因子，那么显然有 (n) ( (p)，故 (n) 不是极大理想。反之，若 p 是素数，根据例3.1.2我
们知道 Z/(p) 是域，因此 (n) 是极大理想。

2. 由例3.2.11第一个例子可知 (x) 是 R[x] 的极大理想当且仅当 R 是域。

3. 由于 Z/2Z 是一个域，因此由例3.2.11可知 (2, x) 是 Z[x] 的一个极大理想。
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3.3.2 素理想

定义 3.3.5. 设 R 是一个交换环，p 是 R 的一个真理想，若对任意 a, b ∈ R \ p，均有 ab /∈ p，那么我
们称 p 为素理想。

和极大理想的定义不同，素理想的定义似乎有些奇怪。事实上，它是对素数的一种推广。我们假设
R = Z，p = nZ 其中 n 是一个正整数，这时候如果 p 是一个素理想，那么对任意整数 a, b，若 ab 是 n

的倍数，那么 a 和 b 至少有一个是 n 的倍数，这便是素数的一个刻画，即 p 是素理想当且仅当 n 是素
数。当然我们注意到 (0) 也是 Z 的一个素理想。事实上，一般而言，(0) 是环 R 的素理想当且仅当 R

是整环。和极大理想类似，我们对素理想也有一个简单的刻画。

命题 3.3.6. 设 R 是一个交换环，那么 p 是 R 的素理想当且仅当 R/p 是整环。由此可知极大理想一定
是素理想。

证明. 设 p 是一个素理想，若 R/p 不是整环，则存在 a, b ∈ R \ p 使得 ā · b̄ = 0̄，这等价于 ab ∈ p，但
这与 p 是素理想矛盾。

反之，假设 R/p 是整环，那么对任意 a, b ∈ R，若 ab ∈ p，则 0̄ = ab = ā · b̄，因此 ā = 0̄ 或者
b̄ = 0̄。这表明 a ∈ p 或者 b ∈ p，所以 p 是素理想。

例 3.3.7. 1. Z 的所有素理想为 (0) 和素数生成的理想，并且素数生成的理想均是极大理想。

2. Q[x] 的所有素理想为 (0) 和不可约多项式生成的理想，而不可约多项式生成的理想均为极大理想。

3. 由例3.2.11第一个例子可知 (x) 是 R[x] 的素理想当且仅当 R 是整环。因此虽然 (x) 不在 Z[x] 中
的极大理想，但是是素理想。

4. Z[x] 中的素理想除了 (0)，不可约多项式生成的理想之外还有许多素理想，例如 (2, x)。如前所述
此时素理想 (x) 则不再是极大理想了，(2, x) 是包含 (x) 的极大理想。刻画 Z[x] 中的所有素理想
则是一件比较困难的事，可参考练习3.5.12。

5. 在 Z[
√
−1] 中，(1 +

√
−1) 是素理想，同时也是极大理想。事实上我们可以证明 Z[

√
−1]/(1 +

√
−1) ' Z/2Z，因为对任意 a+ b

√
−1 ∈ Z[

√
−1]，当 a+ b 是偶数时，在 Z[

√
−1]/(1 +

√
−1) 中

有 a+ b
√
−1 = 0；当 a + b 是奇数时有 a+ b

√
−1 = 1。更一般地，设 p 是一个奇素数，可以证

明当 p ≡ 3 (mod 4) 时，(p) 是 Z[
√
−1] 中的素理想，当 p ≡ 1 (mod 4)，则存在整数 a, b 使得

p = a2 + b2，此时 (a± b
√
−1) 均是素理想。

6. 下面我们计算 Z[
√
−5] 中的几个素理想。首先注意到在

√
−5 处的赋值诱导了如下同构：

Z[X]/(X2 + 5) −−→ A = Z[
√
−5]

g(X) 7−−→ g(
√
−5).

由此我们有如下同构：

A/3A ' Z[X]/(3, X2 + 5) ' Z/3Z[X]/(X2 + 5) ' Z/3Z[X]/(X2 − 1)

' Z/3Z[X]/((X − 1)(X + 1)) ' Z/3Z× Z/3Z,
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其中最后一个同构由赋值映射 X 7→ 1 和 X 7→ −1 诱导。由于 Z/3Z×Z/3Z 不是整环，故 (3) 不
是 A 的素理想。考虑该映射到两个分量的投影可以得到如下两个满同态：

α1 : A
∼−→ Z[X]/(X2 + 5)→ Z[X]/(3, X2 + 5)

∼−→ Z/3Z× Z/3Z Pr1−−→ Z/3Z,

α2 : A
∼−→ Z[X]/(X2 + 5)→ Z[X]/(3, X2 + 5)

∼−→ Z/3Z× Z/3Z Pr2−−→ Z/3Z.

其具体表达式是由下面的公式给出：

α1 : a+ b
√
−5 7→ a+ b (mod 3),

α2 : a+ b
√
−5 7→ a− b (mod 3).

因此我们可以直接计算这两个同态的核为

p1 := kerα1 = {a+ b
√
−5 | a, b ∈ Z, 3 | a+ b} = (3, 1−

√
−5),

p2 := kerα2 = {a+ b
√
−5 | a, b ∈ Z, 3 | a− b} = (3, 1 +

√
−5).

由同态基本定理可知 A/pi ' Z/3Z，因此 p1.p2 既是素理想也是极大理想。同时直接计算可知

p1p2 = (3, 1−
√
−5)(3, 1 +

√
−5) = (9, 3− 3

√
−5, 3 + 3

√
−5, 6) = (3).

类似的计算我们可以得到
(7) = (7, 3 +

√
−5)(7, 3−

√
−5).

更一般地，我们可以证明 A 中每一个非零素理想均能唯一分解为有限个素理想的乘积，像这样的
环我们称之为 Dedekind 环。

习题

练习 3.3.1. 求下列环的极大理想：

(1) R× R; (2) R[x]/(x2); (3) R[x]/(x2 − 1).

练习 3.3.2. 设 p 是 R 中的素理想，证明
√
p = p，其中

√
p 的定义见练习3.2.8。

练习 3.3.3. 设 p 是一个素数，记 Z[ζp] = {f(ζp) | f(x) ∈ Z[x]}，其中 ζp = e 2πi
p 。

1. 证明 Z[ζp] 在通常的加法和乘法下构成一个环。

2. 证明 (1− ζp) 是 Z[ζp] 中的素理想。

3. 证明 (p) = (1− ζp)p−1。

练习 3.3.4. 1. 设 R = C[x, y]，判断 (x2 + y2 − 1) 是否是素理想，是否是极大理想？

2. 设 R = R[x, y]，判断 (x2 + y2 − 1) 是否是素理想，是否是极大理想？

练习 3.3.5. 设 R 是一个含幺交换环。p, p1, . . . , pn 均为 R 的素理想。I, I1, . . . , In 均是 R 中的理想。

1. 若 I1I2 ⊆ p，证明 I1 ⊆ p 或 I2 ⊆ p。
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2. 若 I1I2 · · · In 包含 p，证明存在一个 k 使得 Ik 包含 p。

3. 若 I 包含在
⋃n

i=1 pi 中，证明存在一个 k 使得 pk 包含 I。

练习 3.3.6. 设 R 是一个含幺交换环，证明多项式环 R[x] 中的理想 (x) 是素理想当且仅当 R 是整环，
(x) 是极大理想当且仅当 R 是域。

练习 3.3.7. 设 R 是一个含幺交换环，若 R 只有唯一的极大理想，则称 R 为局部环。

1. 证明 R 是局部环当且仅当 R \R∗ 是一个理想。

2. 若 m 是 R 的一个极大理想，且对任意 x ∈ m，1 + x 均为 R 中的单位，证明 R 是局部环。

3. 若 m 是 R 的一个极大理想且满足 m2 = 0，证明 R 是局部环。

练习 3.3.8. 设 C 为从 [0, 1] 到 R 的所有连续函数构成的集合。对每个 x ∈ [0, 1]，记 Ix := {f ∈ C |
f(x) = 0}。

1. 证明 Ix 是 C 的极大理想。

2. 若 I 是 C 的极大理想，证明存在 x ∈ [0, 1] 使得 I = Ix。

3. 记 I = {f ∈ C | limx→0
f(x)
xm = 0, ∀m ∈ N}，证明 I =

√
I。

4. 构造 C 中一个不是极大理想的素理想。

练习 3.3.9. 设 R 是一个含幺交换环，I 是其一个理想。若 p 是包含 I 的素理想，那么 p/I 是 R/I 的
素理想。反之，设 p 是包含 I 的理想，若 p/I 是 R/I 的素理想，那么 p 是 R 的素理想。

练习 3.3.10. 设 R 是一个含幺交换环，

1. 假设 R 是整环且只有有限个理想，证明 R 是域。

2. 假设 R 只有有限个理想，证明 R 所有的素理想都是极大理想。

3. 假设 R 的所有理想都是素理想，证明 R 是域。

练习 3.3.11. 设 R 是一个含幺交换环且对任意 x ∈ R 有 x2 = x。证明

1. 对任意 x ∈ R 有 2x = 0。

2. R 中的所有素理想均是极大理想。

3. R 的所有有限生成的理想均是主理想。

练习 3.3.12. 设 R 是一个含幺交换环，若对任意 a ∈ R 均存在正整数 n ≥ 2 使得 an = a。证明 R 的
所有素理想均是极大理想。

练习 3.3.13. 设 R 是一个含幺交换环，

1. 证明 R 的素理想在包含关系下存在极小元。（提示：Zorn 引理）

2. 证明
√
(0) 等于 R 的所有素理想的交。
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3. 设 I 是 R 的一个理想，证明
√
I 是 R 中所有包含 I 的素理想的交。

练习 3.3.14. 设 R 是局部环，m 是极大理想，且 m = (a) 是主理想。

1. 假设
⋂

n>0 m
n = 0。

(a) 证明 R 中任意非零元素 x 均能写成 uan 的形式，其中 u 是 R 中的单位，n ∈ N，并且若 R

是整环，那么该表示是唯一的。

(b) 证明任意理想 I 都形如 (an)。

2. 假设 R 是诺特环。

(a) 设 I 是一个理想使得 m ·I = I，证明 I = 0。（提示：假设 I 由一组最小数量生成元 x1, . . . , xn

生成。）

(b) 证明
⋂

n>0 m
n = 0。

练习 3.3.15. 设 R 是一个含幺交换环，X 是 R 中所有素理想组成的集合。对 A 的任意子集 E，我们
记 V (E) 为 A 中所有包含 E 的素理想组成的集合。

1. 记 I 为 E 生成的理想，证明 V (E) = V (I) = V (
√
I)；

2. 证明 V (0) = X,V (1) = ∅；

3. 设 (Ei) 是 R 的一个子集族，证明 V (∪Ei) = ∩V (Ei)；

4. 设 I, J 是 R 的任意两个理想，证明 V (I ∩ J) = V (IJ) = V (I) ∪ V (J)。

上述结论表明 V (E) 满足闭集公理，由此可以给出集合 X 上的一个拓扑结构，该拓扑被称为 Zariski
拓扑。拓扑空间 X 也被称为 R 的素谱，记作 Spec(R)。

练习 3.3.16. 计算 SpecZ, SpecR, SpecZ[x], SpecR[x]。

练习 3.3.17. 设 X 是一个有限集，计算 SpecP(X)，这里 P(X) 在题3.1.3中定义。

练习 3.3.18. 对任意 f ∈ R，我们记 Xf 为 V (f) 在 X = Spec(R) 中的补集。

1. 证明 {Xf}f∈R 构成 Zariski 拓扑的一组开集基；

2. Xf ∩Xg = Xfg；

3. Xf = ∅ ⇐⇒ f 是幂零的；

4. Xf = X ⇐⇒ f 是单位；

5. Xf = Xg ⇐⇒
√
(f) =

√
(g)；

6. X 是紧集。

练习 3.3.19. 1. 集合 {p} 是闭集 ⇐⇒ p 是极大理想；

2. {p} 的闭包是 V (p)；

3. p1 包含在 p 的闭包中当且仅当 p ⊆ p1。
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3.4 分式环

这一节我们假设 R 是含幺交换整环，我们的目标是定义 R 的分式环，分式环的一个特例可以得到
任意一个整环 R 都能嵌入到域中。若 R 不是整环，它的分式环的构造可参考练习3.4.3。分式环的构造
过程和从整数出发构造有理数是一模一样的。首先我们来回顾一下有理数的构造。任何一个有理数都来
自于两个整数的商，但是不同的整数的商有可能代表同一个有理数，例如：1

2
= 2

4
= 3

6
= . . .。更一般地，

a

b
=
c

d
⇐⇒ ad = bc.

因此每个有理数 a
b
实际上是有序整数对在等价关系 ”(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ad = bc” 下的等价类。由此我

们便可以给出一般的整环上的分式环的构造。
设 D 是 R 中不含 0 的乘法封闭子集，即对任意 a, b ∈ D 均有 ab ∈ D。那么我们可以构造一个包

含 R 的环 Q 使得 D 中元素在 Q 中都是单位。考虑集合

S = {(a, b) | a ∈ R, b ∈ D}.

我们在 S 上定义如下关系：
(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ad = bc.

容易验证该关系满足反身性和对称性。我们下面验证它满足传递性。若 (a, b) ∼ (c, d) 且 (c, d) ∼ (e, f)，
那么 ad = bc, de = cf。由此可得 cd(ae − bf) = 0，由于 R 是整环，且 c, d 6= 0，因此 ae = bf，即
(a, b) ∼ (e, f)。这意味着上述关系是等价关系。我们记 Q = S/ ∼。为了和有理数的记号统一，我们记
a
b
为 (a, b) 所在的等价类。到目前为止，我们已经从集合的角度定义了我们所需要的，接下来我们还需
要在这个集合上定义一个环结构，即在 Q 上定义一个加法和乘法，这两个运算的定义也是自然的。设
a
b
, c
d
∈ Q，我们定义

a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd
,

a

b
· c
d
=
ac

bd
. (3.2)

定理 3.4.1. 集合 Q 在上述两种运算下构成一个含幺交换环，并且有自然的单同态：

ι : R −−→ Q

r 7−−→ rd
d
,

其中 d 是 D 中任意一个元素。我们称 Q 为 R 在 D 处的分式环，记作 D−1R。

证明. 我们先证明 Q 上的两个运算是定义良好的。若 a
b
∼ a′

b′
, c
d
∼ c′

d′，我们需要验证

ad+ bc

bd
∼ a′d′ + b′c′

b′d′
.

根据定义有 ab′ = a′b, cd′ = c′d。因此

b′d′(ad+ bc)− bd(a′d′ + b′c′) = dd′(ab′ − a′b) + bb′(cd′ − c′d) = 0.

由此可得 ad+bc
bd
∼ a′d′+b′c′

b′d′ 。乘法的验证也是类似的，我们不再赘叙。容易验证 0
d
是 Q 中的零元，d

d
是

Q 中的单位元。Q 的可交换性来源于 R 的可交换性。因此 Q 是一个定义良好的含幺交换环。
下面我们再证明 φ 是一个定义良好的环同态。对任意 d0, d1 ∈ D，由于 rd0

d0
∼ rd1

d1
，因此该映射和

d0 的选取无关。对任意 r, s ∈ R，我们有 rsd0

d0
∼ rd0

d0
· sd0

d0
，即有 φ(rs) = φ(r)φ(s)。

最后我们我们证明 φ 是单射。若存在 r ∈ R 使得 rd0

d0
= 0·d0

d0
，即有 d(rd0 − 0 · d0) = 0，由于 R 是

整环，且 d0 6= 0，故必有 r = 0。因此 φ 是单射。
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定理 3.4.2 (分式环的泛性质). 设 φ : R→ S 是一个单同态，并且对任意 d ∈ D，φ(d) 是 S 中的单位。
那么存在单同态 Φ : Q→ S 使得 Φ ◦ ι = φ，即有如下交换图表

R S

Q

φ

ι
Φ

证明. 对任意 a
b
∈ Q，由于 φ(b) 是 S 中的单位，因此我们定义 Φ(a/b) = φ(a)φ(b)−1。我们先验证该定

义和代表元 a
b
的选取无关，若 a

b
∼ c

d
，则有 ad = bc，因此有

φ(a)φ(d) = φ(ad) = φ(bc) = φ(b)φ(c).

由于 φ(b), φ(d) 在 S 中均可逆，因此有 Φ(a/b) = Φ(c/d)。这便证明了 Φ 是定义良好的。
下面我们再证明 Φ 是一个单同态。对任意 a

b
, c
d
∈ Q，我们有

Φ(
a

b
· c
d
) = Φ(

ac

bd
) = φ(ac)φ(bd)−1 = φ(a)φ(c)φ(b)−1φ(d)−1 = Φ(

a

b
)Φ(

c

d
).

故 Φ 是一个同态。若存在 a
b
∈ Q 使得 Φ(a

b
) = 0，则有 φ(a) = 0，由于 φ 是单射，因此 a = 0，故 Φ

也是单射。
然后我们再验证 Φ ◦ ι = φ。事实上，对任意 r ∈ R，我们有

(Φ ◦ ι)(r) = Φ(
rd0
d0

) = φ(rd0)φ(d0)
−1 = φ(r).

因此有 Φ ◦ ι = φ。

推论 3.4.3. 设 R 是一个交换整环，若 D = R \ {0}，那么 D−1R 是一个域，称之为 R 的分式域。

证明. 因为 D 中元素在 D−1R 中均可逆，因此 D−1R 中的非零元均是可逆的，故 D−1R 是域。

例 3.4.4. 1. 若 R 是一个域，那么它的分式域就是 R 自己。

2. Z 的分式域即为有理数域，而 Z[
√
d] 的分式域则为 Q(

√
d)。

3. 有理数域上的多项式环 Q[x] 的分式域为有理函数域 Q(x)。Z[x] 的分式域同样也是 Q(x)。

4. 设 D = {1, p, p2, . . . }，其中 p 是一个素数，于是 D−1Z = {r = a
b
| b 是 p 的幂}。

5. Z[
√
d] 的分式域为 Q(

√
d)。

6. 设 p 是环 R 的一个素理想，那么 D = R \ p 是一个乘法封闭集，我们记 Rp = D−1R。我们称 Rp

为 R 在 p 处的局部化。Rp 是局部环，pRp 是 Rp 唯一的极大理想。特别地，若 R = Z，p = (p)，
其中 p 是素数，那么 Zp 可等同于集合 { n

m
| (m, p) = 1}。

7. 设 R = C[x]，那么 p = (x− a) 是 R 中的一个素理想。R 在 p 处的局部化为

Rp =

{
f(x)

g(x)
| f, g ∈ R, g(a) 6= 0

}
.

容易看出，Rp 即为在点 a 处有定义的有理函数的集合。从几何上来说，R = C[x] 是在全局都有
定义的有理函数，而 Rp 则只需要在 a 处有定义即可，因此局部化更方便研究函数在某个点处的
性质。
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最后我们讨论一下分式环中的理想。

定理 3.4.5. 设 R 是一个含幺交换整环，D 是其一个乘法封闭集。

1. D−1R 中的理想均形如 I(D−1R)，其中 I 是 R 的理想；

2. D−1R 中的素理想均形如 p(D−1R)，其中 p 是 R 中和 D 不交的素理想。

证明. (1). 若 J 是 D−1R 中的理想，记 I = J ∩ R。对任意 x = a/d ∈ J，我们有 a = d · a/d ∈ J，
故 a ∈ J ∩ R = I。因此 x = a · 1/d ∈ I(D−1R)。另一方面显然有 I(D−1R) ⊆ J，故 I(D−1R) = J。
(2). 设 P 是 D−1R 的一个素理想，记 p = P ∩R。根据定义容易验证 p 是素理想。由上面的证明可知
P = p(D−1R)。由于 P 不含单位元，故 p 和 D 不交。反之，若 p 是一个和 D 不交的素理想，那么对
任意 a

d
, a

′

d′ ∈ D−1R，若有 a
d
· a′

d′ ∈ p(D−1R)，则有

aa′ = (dd′) · a
d
· a

′

d′
∈ p(D−1R) ∩R = p.

故 a ∈ p 或 a′ ∈ p，因此 a/d ∈ p(D−1R) 或 a′/d′ ∈ p(D−1R)。因此 p(D−1R) 是 D−1R 的素理想。

习题

练习 3.4.1. 设 D,S 是环 R 中的两个乘法封闭集且有 S ⊆ D。记 D̄ 为 D 在 S−1R 中的像，证明
D̄−1(S−1R) = D−1R。

练习 3.4.2. 证明局部化可以和商交换顺序。即：设 R 是一个环，D 是 R 的一个乘法封闭集，I 是 R

的一个理想，D̄ 是 D 在 R/I 中的像，那么我们有

D−1R/I(D−1R) ' D̄−1(R/I).

练习 3.4.3. 设 R 是任意一个含幺交换环，D 是一个不含 0 的乘法封闭集。下面我们定义它的分式环。
我们定义 R×D 上的关系为

(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ 存在 u ∈ D 使得 (ad− bc)u = 0.

1. 证明上述关系是一个等价关系。

我们定义 D−1R := (R ×D)/ ∼，我们将 D−1R 中的元素记为 a
b
，并按照运算(3.2)来定义 D−1R

上的加法与乘法。

2. 证明上述加法与乘法的定义不依赖于代表元的选取，并证明在这两个运算下 D−1R 构成一个含幺
交换环。

3. 证明 D−1R 满足定理3.4.2所述的泛性质。

练习 3.4.4. 设 R = Z/60Z，p = 2R。计算 Rp 所含元素个数。

练习 3.4.5. 设 R 是整环，证明 R = ∩Rm，这里交集取 R� 的所有极大理想 m。

练习 3.4.6. 设 R 是一个诺特环，D 是 R 的一个乘法封闭集，证明 D−1R 也是诺特环，诺特环的定义
见练习3.2.9。
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练习 3.4.7. 设 R 是一个整环，K 是其分式域。若对任意 x ∈ K 但 x /∈ R，均有 x−1 ∈ R，则称 R 为
赋值环。若 I, J 赋值环 R 的两个理想，那么我们有 I ⊆ J 或 J ⊆ I。由此证明 R 是局部环。

练习 3.4.8. 设 R 是一个赋值环，K 是其分式域。环 R′ 满足 R ⊆ R′ ⊆ K 且 R 6= R′。设 m 是 R 的
极大理想，p 是 R′ 的素理想。证明

1. p ⊆ m ⊆ R ⊆ R′ 且 m 6= p；

2. p 是 R 的素理想且 R′ = Rp。

练习 3.4.9. 设 K 是一个域，R 是一个局部环且满足 K[x] ⊆ R ( K(x)。证明存在不可约多项式
f(x) ∈ K[x] 使得 R = K[x](f(x))。

3.5 主理想整环

这一节我们均假设环是交换环。

定义 3.5.1. 设 R 是一个整环，若 R 的所有理想都是主理想，那么我们称 R 为主理想整环，简记为
PID（Principal ideal domain）。

例 3.5.2. Z,Z[
√
−1]都是主理想整环，但是 Z[

√
−5]则不是主理想整环，因为 (3, 1+

√
−5)不是主理想。

事实上，若 (3, 1+
√
−5) 是主理想，不妨设 (3, 1+

√
−5) = (a+ b

√
−5)。由于 3 ∈ (a+ b

√
−5)，故存在

m+n
√
−5 ∈ Z[

√
−5]使得 3 = (m+n

√
−5)(a+b

√
−5)。两边取模长可得 9 = (m2+5n2)(a2+5b2)。由此可

得m2+5n2 = 1, 3或 9，此时可解得m = ±1或 ±3，对应的有 a+b
√
−5 = ±3或 ±1。若 a+b

√
−5 = ±3，

那么我们有 1+
√
−5 ∈ (3)，然而这显然不成立。若 a+b

√
−5 = ±1，即有 (3, 1+

√
−5) = (1)。但是根据

例3.3.7中的第六个例子可知 Z[
√
−5]/(3, 1 +

√
−5) ' Z/3Z，因此 (3, 1 +

√
−5) 6= (1)。故 (3, 1 +

√
−5)

不是主理想。

我们可以类似于整数一样定义元素的因子和倍数。

定义 3.5.3. 设 R 是一个交换整环，a, b ∈ R 且 b 6= 0。若存在 c ∈ R 使得 a = bc，那么我们称 a 为 b

的倍数，且 b 整除 a，记作 b | a。若存在元素 d ∈ R 使得 d | a, d | b 且对任意同时整除 a, b 的元素 d′

均有 d′ | d，那么我们称 d 为 a, b 的最大公因子，记作 gcd(a, b)。

从理想的角度来理解的话，b | a 当且仅当 (a) ⊆ (b)。若 d 是 a, b 的最大公因子则说明由 a, b 生成
的理想 I 一定包含于 (d) 中，且任意包含 I 的主理想均包含 (d)。但是注意到一般而言 I 不一定是主理
想的，因此 I 不一定等于 (d)。但是对于主理想整环而言，一切都变得简单了，这使得我们可以像操作
数字一样操作理想。

命题 3.5.4. 设 R 是一个主理想整环，a, b ∈ R 是非零元素。设 d = gcd(a, b)。那么

1. (d) = (a, b)；

2. 存在 x, y ∈ R 使得 d = ax+ by；

3. d 在相乘 R 的一个单位下是唯一的。
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证明. 记 I = (a, b)。由于 R 是主理想的，那么存在 d′ ∈ R 使得 I = (d′)。下面我们证明 d′ 是 a, b 的最
大公约数。首先由于 a, b ∈ I = (d′)，因此 d′ 整除 a和 b。反之，若 d′′ 整除 a和 b，那么 (d′) = I ⊆ (d′′)，
即有 d′′ 整除 d′。因此根据定义知 d′ 是最大公约数。由此证明了 (1)。(2), (3) 由定义可立即得到。

我们前面证明了极大理想都是素理想，通常来说反过来往往都不对，但是对于主理想整环而言反过
来也是对的。

命题 3.5.5. 主理想整环的非零素理想均是极大理想。

证明. 设 I = (a) 是 R 的非零素理想，根据定理3.3.2可知存在极大理想 J 包含 I。由于 R 的理想均是
主理想，因此不妨设 J = (b)。由于 a ∈ J，因此存在 r ∈ R 使得 a = br ∈ I。由于 I 是素理想，因此比
有 b ∈ I 或者 r ∈ I，若 b ∈ I，那么 J ⊆ I，所以 I = J 是极大理想。若 r ∈ I，那么存在 r′ ∈ R 使得
r = ar′，所以有 a = abr′。由于 R 是整环，所以 br′ = 1，即有 b 是单位，这与 J 是极大理想矛盾。

一般而言，要判断一个具体的环是否是主理想整环并不是一件容易的事，但是有一类环可以比较容
易判定是主理想整环，这类环被称为欧几里得整环。

定义 3.5.6. 设 R是一个交换环，若存在函数 φ : A\{0} → N使得对任意 a, b ∈ R\{0}均存在 q, r ∈ R
使得 a = bq + r 并且要么 r = 0 要么 φ(r) < φ(b)，那么我们称 R 是欧几里得环。

可以看出欧几里得环中的条件其实就是我们熟知的带余除法的推广，因此我们熟知的一些环均是欧
几里得环。

例 3.5.7. 1. 域显然是一个欧几里得环，对应的函数 φ 取常值函数 1 即可。

2. 整数环是欧几里得环，其对应的函数为 φ(n) = |n|；

3. 设 F 是一个域，那么 F [x] 是欧几里得环，其对应的函数是 φ(f) = deg f。对此，我们可以对
n = deg f 进行归纳，我们记 deg g = m。当 n = 0时，若 m = 0，那么取 q(x) = f(x)/g(x), r(x) = 0

即可，若 m > 0，那么取 q(x) = 0, r(x) = f(x) 即可。下面假设 n > 0，若 m > n，那么
同样取 q(x) = 0, r(x) = f(x) 即可。若 m ≤ n，不妨设 f(x), g(x) 的首项系数分别为 a, b，
再设 h(x) = f(x) − a

b
xn−mg(x)，那么 degh < deg f，根据归纳假设知存在 q1(x), r1(x) 使得

h(x) = q1(x)g(x)+r1(x)，并且 r1(x) = 0或 deg r1 < m。于是取 q(x) = a
b
xn−m+q1(x), r(x) = r1(x)，

根据定义知 f(x) = q(x)g(x) + r(x)。

4. 设设 F 是一个域，对于 f(x) ∈ F [[x]]，我们设 n是使得 f(x)中 xn 前系数不为 0的最小整数，记作
ord(f)。那么 F [[x]]是欧几里得环，其对应的函数为 ord(f)。事实上，我们可以证明一个更强的结论：
对任意 f(x), g(x) ∈ F [[x]]，ord(f) ≤ ord(g) 当且仅当 f 整除 g。不妨设 ord(f) = n ≤ ord(g) = m，
那么存在常数项不是 0 的形式幂级数 f1(x), g1(x) 使得 f(x) = xnf1(x), g(x) = xmg1(x)。根据命
题3.1.7可知 f1, g1 均为 F [[x]] 中的单位。因此

g(x) = f(x)
(
xm−nf1(x)

−1g1(x)
)
.

故 f(x) 整除 g(x)。反之若 f(x) 整除 g(x)，那么存在 h(x) ∈ F [[x]] 使得 g(x) = f(x)h(x)。根据
定义可以直接得到 ord(g) = ord(f) + ord(h) ≥ ord(f)。
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5. 对于 d = −1,±2，环 Z[
√
d] 均为欧几里得环，其对应的函数为 φ(m + n

√
d) = |N(m + n

√
d)| =

|m2−dn2|。我们首先证明对任意 t ∈ Q(
√
d)，均存在 q ∈ Z[

√
d]使得 |N(t−q)| < 1。设 t = x+y

√
d，

其中 x, y ∈ Q。易知存在整数 u, v 使得 |u−x|, |v− y| ≤ 1
2
。取 q = u+ v

√
d ∈ Z[

√
d]，于是我们有

|N(t− q)| ≤ (x− u)2 + |d|(y − v)2 ≤ 1 + |d|
4

< 1.

因此对任意 a, b ∈ Z[
√
d] 且 a, b 6= 0，令 t = a

b
，根据前面的证明可知存在 q ∈ Z[

√
d] 使得

|N(a/b− q)| < 1，即有 |N(a− bq)| < N(b)，我们取 r = a− bq 即满足条件。

更一般地，可以证明对于上述的函数 φ，Z[
√
d]是欧几里得环当且仅当 d = −2,−1, 2, 3, 6, 7, 11, 19。

但是是否存在其它的函数使得 d 取其它数时仍然时欧几里得环呢？答案是未知的！一个猜想是存
在无穷个正整数 d 使得 Z[

√
d] 是欧几里得环。Harper1证明了 Z[

√
14] 是欧几里得环。

命题 3.5.8. 欧几里得整环都是主理想整环。

证明. 我们只需证明 R 的任意一个非零理想 I 是主理想即可。假设 φ 是使得 R 成为欧几里得环的函
数。由于 φ(I \ {0}) 是 N 的非空子集，取 b ∈ I \ {0} 使得 φ(b) 最小，显然有 (b) ⊆ I。反之，对任意
a ∈ I，存在 q, r ∈ R 使得 a = bq + r 且 φ(r) < φ(b) 或者 r = 0。但是由于 r = a− bq ∈ I，由 φ(b) 的
最小性可知必有 r = 0，即有 a = bq ∈ (b)。故 I = (b) 是主理想。

根据前面的讨论立刻可以得到如下结论。

推论 3.5.9. 环 Z,Z[
√
−1],Z[

√
−2],Z[

√
2], F [x], F [[x]] 都是主理想整环，其中 F 是一个域。

注 9. 1. 可以证明当 d < −2时，Z[
√
d]均不是主理想整环，见练习3.6.6。另一方面，当 d > 0时，确

定 Z[
√
d] 是否是主理想整环则是一个公开问题。可以证明当 d = 2, 3, 6, 7, 11, 14, 19, 22, 23, 31 等

数时，Z[
√
d] 都是主理想的。更多的例子可见这里2。

2. 若 R 是一个交换环，那么 R[x] 是主理想整环当且仅当 R 是一个域。事实上，由于 R[x] 是主理想
整环，R 必定是整环。另一方面注意到 (x) 是 R[x] 的非平凡的素理想，由命题3.5.5可知 (x) 是极
大理想，所以 R ' R[x]/(x) 是一个域。

习题

练习 3.5.1. 在环 Z[
√
−1] 中求最大公约数。

(1). 11 + 7
√
−1, 4 + 7

√
−1 (2). 3 + 4

√
−1, 18−

√
−1.

练习 3.5.2. 设 R 是 PID，p 是 R 的素理想。证明 R/p 也是 PID。

练习 3.5.3. 设 R 是 PID，D 是 R 的一个乘法封闭集，证明 D−1R 也是 PID。

练习 3.5.4. 设 R = {x ∈ Q |存在 n ∈ Z 使得 10nx ∈ Z}。证明 R 是主理想整环。

练习 3.5.5. 设 R = Z[
√
−5]，记 I2 = (2, 1 +

√
−5)，I3 = (3, 2 +

√
−5)，I ′3 = (3, 2−

√
−5)。

1M. Harper, Z[
√
−14] is Euclidean, Canad. J. Math. Vol. 56 (1), 2004 pp. 55–70.

2https://oeis.org/A003172.

https://www.cambridge.org/core/services/aop-cambridge-core/content/view/A20F443C0FDB4E3935DC1402C1060D74/S0008414X00031631a.pdf/div-class-title-img-mimesubtype-gif-type-simple-src-staticdomain-resource-id-urn-cambridge-org-id-binary-20190726052752991-0243-s0008414x00031631-s0008414x00031631-inline1-gif-pub-status-live-img-is-euclidean-div.pdf
https://oeis.org/A003172
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1. 证明 I2, I3, I
′
3 都不是 R 的主理想。

2. 证明 I22 = (2)。

3. 证明 I2I3 = (1−
√
−5), I2I ′3 = (1 +

√
−5)。

4. 证明 I2, I3, I
′
3 都是素理想。

练习 3.5.6. 证明 A−3, A−7, A−11 均为欧几里得整环，对应的函数为

N(m+ nτd) = (m+ nτd)(m+ nτd) = m2 +mn+
1− d
4

n2,

其中 Ad 的定义见练习3.1.4。

练习 3.5.7. 设 R 是一个整环，且 R 的所有素理想均是主理想。本题的目标是证明 R 是主理想整环。

1. 记 R 中所有不是主理想的理想组成的集合为 S，假设 S 非空，利用 Zorn 引理证明在包含关系下
S 存在极大元。

2. 设 I ∈ S 是一个极大元。根据假设知 I 不是素理想，因此不妨设 a, b ∈ R 使得 ab ∈ I 但 a, b /∈ I。
记 Ia 为由 I 和 a 生成的理想，Ib 为由 I 和 b 生成的理想。记 J = {r ∈ R | rIa ⊆ I}。证明
Ia = (α), J = (β) 均为主理想，且 I ( Ib ⊆ J 及 IaJ = (αβ) ⊆ I。

3. 设 x ∈ I 证明存在 s ∈ J 使得 x = αs。由此证明 I = IaJ 是主理想。

练习 3.5.8. 证明赋值环中有限生成的理想都是主理想。（赋值环的定义见习题3.4.7）

练习 3.5.9. 设 R 是一个含幺交换整环，对任意非零理想 I, J ⊂ R，若存在非零元素 a, b ∈ R 使得
aI = bJ，则称 I 和 J 等价，记作 I ∼ J。

1. 证明上述关系在全体非零理想的集合上定义了一个等价关系。我们记其商集为 Cl(R)。

2. 证明非零理想 I 是主理想当且仅当它和 R 等价。

3. 证明 A 是主理想整环当且仅当 |Cl(R)| = 1。

练习 3.5.10. 设 R = Z[
√
d]，其中 −7 ≤ d ≤ −3。

1. 设 0 < t < 1+
√
3。证明对任意 z ∈ C 存在 v ∈ Z+Zit 使得 |z− v| < 1 成立或者 |z− v/2| < 1/2

成立。

2. 证明对任意 a, b ∈ R，b 6= 0，存在 q, r ∈ R 且 N(r) < N(b) 使得 a = qb+ r 成立或者 2a = qb+ r

成立。

3. 证明 R 的任意非零理想均和一个包含 2R 的理想等价。

4. 证明 R 中包含 2R 的理想只有 2R, J,R 三个，其中 J = (2, α)，当 d 是偶数时，α =
√
d，当 d 是

奇数时，α = 1 +
√
d。

5. 证明 Cl(R) = {[R], [J ]} 并且 J 和 R 不等价。
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练习 3.5.11. 本题的目标是证明当 d < −11 时，Ad 不是欧几里得整环。

1. 假设 R 是欧几里得整环但不是域，证明存在不是单位的非零元 x ∈ R 使得自然映射 R∗ ∪ {0} →
R/xR 是满射。

2. 证明当 d < −11 时，Ad 中不存在元素 z 使得 N(z) = 2 或 3。

3. 证明原结论。

练习 3.5.12. 设 R 是一个主理想整环，K 是其分式域。本题的目标是刻画 R[x] 的所有素理想和极大
理想。设 I 是 R[x] 的一个非零素理想。

1. 证明当 I ∩R 6= 0 时，I ∩R 是 R 的极大理想。

2. 我们先假设 I ∩R = 0。

(a) 设 J 是 K[x] 中由 I 生成的理想。证明 I = J ∩R[x]。

(b) 证明 I 是主理想，并且由一个次数大于 1 的本原不可约多项式生成。

3. 下面我们假设 I ∩R 是非零的。记 k = R/(I ∩R)。证明 I 要么是由 I ∩R 生成的，要么是由 I ∩R
及某个多项式 P (x) ∈ R[x] 生成，其中 P (x) 在 k[x] 中的像是不可约的。

4. 确定上述素理想中哪些是极大理想。

练习 3.5.13. 设 R 是一个交换环。我们通过如下递推方式定义 R 的一个子集列 {Rn}n≥0：R0 = ∅，
Rn+1 = {a ∈ R | aR+R′

n = R}，其中 R′
n = Rn

⋃
{0}。考虑如下映射：

ϕ :
⋃

n≥0Rn −−→ N
a 7−−→ min{k ≥ 0 | a ∈ Rk+1}.

1. 证明 R1 = R∗ 并且 R1 ⊆ R2 ⊆ R3 ⊆ . . .。

2. 假设 R 在函数 φ 下构成欧几里得环，证明对任意 a ∈ R 有 ϕ(a) ≤ φ(a) 且
⋃
R′

n = R。

3. 若
⋃
R′

n = R，证明 R 在函数 ϕ 下构成一个欧几里得环。

3.6 唯一分解整环

我们知道整数都能唯一分解成若干个素数的乘积。我们可以将这个性质抽象出来得到所谓的唯一分
解整环。为此我们需要引入不可约元和素元的概念。

定义 3.6.1. 设 R 是一个整环，0 6= r ∈ R 不是单位元。若存在两个非单位元 a, b ∈ R 使得 r = ab，那
么我们称 r 是可约的，否则称 r 是不可约的。设 0 6= p ∈ R，若 (p) 是 R 中的素理想，那么则称 p 为
素元。

命题 3.6.2. 在整环中，素元一定是不可约的。

证明. 设 p ∈ R 是素元，若 p 是可约的，那么存在非单位元 a, b ∈ R 使得 ab = p ∈ (p)。由于 (p) 是素
理想，故 a, b 之一必属于 (p)，不妨设 a ∈ (p)，那么存在 r ∈ R 使得 a = pr，由此我们有 p = ab = pbr，
由于 R 是整环，故 br = 1，这与 b 不是单位矛盾。
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然而上述结论的逆命题却不一定是对的。例如 R = Z[
√
−5]，元素 3 在 R 中是不可约的，但 (3) 却

不是素理想，因为 (2 +
√
−5)(2−

√
−5) = 9 ∈ (3)，但 2±

√
−5 /∈ (3)。但是对于特殊的环，我们可以

证明两者是等价的。

命题 3.6.3. 设 R 是 PID，那么非零元素 a ∈ R 是素元当且仅当它是不可约的。

证明. 我们只需证明不可约元是素元即可。假设 p 是不可约的，但不是素元，那么存在 a, b 使得 p 整除
ab，且 p 不整除 a 和 b。设 d 为 p 和 a 的最大公约数，于是存在 q ∈ R 使得 p = dq，根据假设可知 d

和 q 有一个是单位，若 q 是单位，那么 d 整除 a 意味着 p 整除 a，与假设矛盾。因此 d 是单位。根据
命题3.5.4可知存在 r, s ∈ R 使得 1 = ar+ ps。两边同时乘以 b 可得 b = abr+ pbs。由 p 整除 ab 可知 p

整除 abr + pbs = b，这与假设矛盾。所以 p 是素元。

定义 3.6.4. 设 R是一个整环，若对任意 r ∈ R均存在不可约元 p1, . . . , pn 及单位 u使得 r = up1 · · · pn，
并且若 r = vq1 · · · qm 是另一个不可约分解，那么一定有 n = m，且存在单位 ui 使得在某个顺序下有
pi = uiqi，那么我们称 R 为唯一分解整环，简称为 UFD（Unique Factorization Domain）。

下面我们证明本节最重要的一个结论，即 PID 一定是 UFD。这意味着对 PID 中的元素求最大公
因子均可采用上述方法。

定理 3.6.5. 主理想整环一定是唯一分解整环。

证明. 首先我们需要证明分解的存在性，如果 x 是单位或者素元，那么结论自然成立了。下面我们假设
x 既不是单位也不是素元，根据引理3.6.3可知存在非单位元 a, b 使得 x = ab。同样地，如果 a, b 是素
元，则不需要继续分解，否则的话再次利用引理3.6.3可知它们能分解成两个非单位元的乘积。我们需要
证明这个过程一定会在有限步后停止，即有限步之后均只能得到素元，从而不能再继续分解。否则我们
假设有这样一个严格的理想升链

(x) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ . . . ,

首先注意到 I = ∪(ai) 仍是一个理想。由于 R 是主理想整环，故存在 a ∈ R 使得 I = (a)。特别地，存
在整数 n 使得 a ∈ (an)。所以 I ⊂ (an)，但根据定义显然有 (an) ⊂ I，因此必有 I = (an)。从而有
(an) = (an+1) = . . .，这与上述理想升链是严格的矛盾。因此 x 必然能分解成有限个素元的乘积。

结合推论3.5.9立刻可以得到如下结论。

推论 3.6.6. 环 Z,Z[
√
−1],Z[

√
−2],Z[

√
2], F [x], F [[x]] 都是唯一分解整环，其中 F 是一个域。

和整数的情况类似，对于主理想整环中的两个元素，我们可以通过将它们分解为不可约元的乘积来
计算它们的最大公约数。

推论 3.6.7. 设 , b 是唯一分解整环 R 中的两个非零元素，并假设

a = upk1
1 · · · pkn

n , b = vps11 · · · psnn ,

其中 u, v 是 R 中的单位，pi 是 R 中互不相同的不可约元。那么

d = (a, b) = p
min(k1,s1)
1 · · · pmin(kn,sn)

n .
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证明. 根据定义显然有 d | a 及 d | b。反之，若 d′ 同时整除 a, b，不妨设 d′ = u′pt11 · · · ptnn ，设 c ∈ R 且
a = d′c，再设 c = v′pℓ11 · · · pℓnn 。由于 a 的分解唯一，因此我们有 ki = ti + ℓi。特别地有 ti ≤ ki。同理
有 ti ≤ si。于是有 ti ≤ min(ki, si)。因此 d′ 整除 d。故 d 是 a, b 的最大公约数。

一般而言，在 UFD 中将元素分解为不可约元的乘积并不是一件简单的事，例如在环 C[x] 中分解
等价于求多项式的所有根，而在 Q[x] 中分解则需要计算多项式在有理数域上的不可约因子，其计算量
通常都比较大，因此利用唯一分解来计算两个元素的最大公约数只是理论上的结果，实际操作我们需要
其它更加有效的方法。另外注意到定理3.6.5的逆命题是不对的，一个经典的例子是 Z[x]。

例 3.6.8. 根据高等代数中的结论我们知道 Z[x] 是唯一分解整环，但是根据注 9 可知 Z[x] 不是主理想
整环。更具体地，我们可以证明理想 I = (2, x) 不是主理想。事实上，若 (2, x) 是主理想，不妨设它由
f(x) 生成。由于 2 ∈ (2, x) = (f(x))，因此存在多项式 g(x) 使得 2 = f(x)g(x)。两边对比次数可知必
有 deg f = deg g = 0，即 f(x), g(x) 均为常数多项式。由于 f(x), g(x) 均是整系数的，故 f(x) 只能为
±1,±2。若 f(x) = ±1，由于 f(x) ∈ (2, x)，因此存在多项式 h1(x), h2(x) ∈ Z[x] 使得 ±1 = f(x) =

2h1(x) + xh2(x)。对比等式两边的常数项可知不成立。若 f(x) = ±2，由于 x ∈ (2, x) = (f(x))，因此
存在 r(x) ∈ Z[x] 使得 x = f(x)r(x) = ±2r(x)。对比等式两边 x 前的系数可知不成立。因此 (2, x) 不
是主理想。

例 3.6.9. 不是 UFD的最经典的例子是 R = Z[
√
−5]。因为在 R中有 6 = 2×3 = (1+

√
−5)×(1−

√
−5)，

而 2, 3, 1±
√
−5 在 R 中均为不可约元。环 R′ = C[x, y, z, w]/(xy − zw) 同样也不是 UFD，因为在 R′

中有 xy = zw。

最后我们指出命题3.6.3对 UFD 也成立。

命题 3.6.10. 设 R 是 UFD，那么 0 6= p ∈ R 是素元当且仅当 p 是不可约元。

证明. 若 p 6= 0是素元，根据命题3.6.2可知 p一定是不可约元。反之，设 p是不可约元，若存在 a, b ∈ R
使得 ab ∈ (p)，则不妨设 c ∈ R 使得 ab = pc。将 a, b 写成不可约元的乘积，a = p1 · · · ps, b = q1 · · · qt，
由于 p 是不可约元并且 ab 的分解是唯一的，于是存在某个整除 a 或 b 的不可约元，使得它和 p 相差一
个单位的倍数，不妨设为 p1，再设 u ∈ R∗ 使得 p1 = up。这意味着 a = p · up2 · · · ps ∈ (p)，即有 p 是
素元。

习题

练习 3.6.1. 将 10, 7 +
√
−1, 6 + 9

√
−1 在环 Z[

√
−1] 中分解为不可约元的乘积。

练习 3.6.2. 设 R = Z[
√
−5]，证明 2, 3, 1 +

√
−5 和 1−

√
−5 是 R 中的不可约元。

练习 3.6.3. 设 R 是 UFD，D 是 R 的一个乘法封闭集，证明 D−1R 也是 UFD。

练习 3.6.4. 1. 找一个元素 f(X) ∈ Z[X] 使得它在 Z[X] 中可约，但是在 Z[[X]] 中不可约；

2. 找一个元素 f(X) ∈ Z[X] 使得它在 Z[X] 中不可约，但是在 Z[[X]] 中可约；

练习 3.6.5. 证明 R = R[x, y]/(x2 + y2 − 1) 不是 UFD，但 S = C[x, y]/(x2 + y2 − 1) 是 PID。（提示：
证明 x 是 R 中的不可约元，但不是素元。）
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练习 3.6.6. 本题的目标是证明当 d < −2 时，环 Z[
√
d] = Z+ Z

√
d 都不是 PID。

1. 当 d = −3 或 −4 时，通过找一个不是唯一分解的元素来证明 Z[
√
d] 不是 PID。

下面当 d 是偶数时，假设 α =
√
d，当 d 是奇数时，设 α = 1 +

√
d。

2. 当 d < −4 时，列举出所有元素 z ∈ Z[
√
d] 使得 |z|2 整除 4。

3. 证明 (2, α) = 2Z+ αZ。

4. 证明 (2, α) 不是主理想。

练习 3.6.7. 设 ρ = e 2πi
3 ，并记 Z[ρ] = {a+ bρ | a, b ∈ Z}。

1. 证明 Z[ρ] 在通常的加法与乘法下构成一个环。

2. 证明 (Z[ρ])∗ = {±1,±ρ,±ρ2}。

3. 证明 Z[ρ] 是欧几里得环，其对应的函数为 φ(z) = |z|2。

4. 设 p 是模 3 余 1 的素数，

(a) 证明存在 Z[ρ] 中的不可约元 r 及 r̄ 使得 p = rr̄。

(b) 证明恰好存在 12 对整数 (a, b) ∈ Z2 使得 p = a2 + ab+ b2。

(c) 证明存在唯一的正整数对 (a, b) ∈ N2 使得 p = a2 + 3b2。

练习 3.6.8. 本题的目标是证明 R = Z[ 1+
√
−19
2

] 是主理想整环但不是欧几里得环。

1. 证明对任意 z ∈ R，均有 |z|2 ∈ Z。

2. 列出所有满足 |z|2 ≤ 9 的元素。由此给出 R 中的单位，并证明 2 和 3 都是不可约元。

3. 证明 R 不是欧几里得环。

4. 下面均设 I 是 R 的一个非零理想，且 w 是 I 中范数最小的元素。设 z ∈ I。证明存在 b ∈ R 使
得 z/w − b 的虚部的绝对值小于

√
19
4
。

5. 若 z/w − b 的虚部的绝对值小于
√
3
2
，证明 z/w − b 到某个整数的距离严格小于 1，由此证明

z ∈ (w)。

6. 若 z/w − b 的虚部的绝对值不小于
√
3
2
，证明 z 或 2z 在 (w) 中。由此证明 I 是主理想。

练习 3.6.9. 设 R 是一个整环。若存在函数 f : R \ {0} → N 使得对任意 a, b ∈ R \ {0}，要么有 b | a
要么存在 c ∈ aR+ bR 使得 f(c) < f(a)，我们则称 R 是几乎欧几里得整环。

1. 证明若 R 是几乎欧几里得整环，那么 R 是主理想整环。

2. 假设 R 是主理想整环，记 f : R \ {0} → N 为元素 r 的素因子个数。证明 R 是几乎欧几里得整环。

练习 3.6.10. 设 R 是一个唯一分解整环，且对任意非零元 a ∈ R，R/aR 均是有限集。

1. 证明 R 是诺特环。
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2. 若 a ∈ R 是素元，证明 aR 是极大理想。

3. 设 I 是 R 的一个极大理想，证明存在素元 a ∈ R 使得 I = aR。

4. 设 a ∈ R 既不是零元也不是单位，I 是 R 的一个非零理想，证明 aI ( I。

5. 证明 R 是主理想整环。

3.7 多项式环

这一节我们继续探讨关于多项式环的相关结论。如前所示，域上的多项式环性质很好，它们均是主
理想整环。而一般环上的多项式环则不会有如此性质。对于 UFD 和诺特环，我们有如下结论。

定理 3.7.1. R 是 UFD 当且仅当 R[x] 是 UFD。

该定理的证明和域的情况类似，我们先证明如下 Gauss 引理：

引理 3.7.2. 设 R 是 UFD，其分式域为 F。设 f(x) ∈ R[x]，若 f(x) 作为 F 上的多项式是可约的，那
么 f(x) 在 R 上也可约。

证明. 假设在 F 上 f(x) 可分解为 f(x) = g(x)h(x)。我们不妨设 a, b ∈ R 使得 ag(x), bh(x) ∈ R[x]。
若 ab 是 R 中的单位，那么 a, b 均为 R 中的单位，故 g(x), h(x) ∈ R[x]。若 ab 不是单位，那么将
其分解为不可约元的乘积 ab = p1p2 · · · ps。由于 p1 是不可约元，因此由命题3.6.10可知 (p1) 是素理
想。由例3.2.11知 R[x]/p1R[x] ' (R/(p1))[x]，而后者是整环。因此 p1R[x] 是 R[x] 中的素理想，我
们对 abf(x) = (ag(x))(bh(x)) 两边取模 p1 可知在整环 (R/(p1))[x] 中有等式 0 = ag(x)bh(x)。故
ag(x), bh(x) 中至少有一个是零多项式，不妨设为 ag(x)。而 {olag(x) 是零多项式当且仅当其系数在
R/(p1) 中均为 0，即 ag(x) 的系数均是 p1 的倍数。因此 a

p1
g(x) 仍是 R[x] 中的多项式。由此我们得到

p2 · · · psf(x) = a
p1
g(x)bh(x)。我们依次对 p2, . . . , ps 进行上述操作便可以证明 p(x) 能写成 R[x] 中两个

多项式的乘积，因此 f(x) 在 R[x] 中也是可约的。

设 f(x) ∈ R[x]，若不存在素元 p 使得 p 整除 f(x) 的所有系数，那么我们称 f(x) 是本原的。

定理3.7.1的证明. 设 f(x) ∈ R[x]，我们先证明 f(x) 能分解为不可约多项式的乘积。首先我们假设 f(x)

的系数的最大公因数是 1。若 deg f = 0，那么 f(x) 即为 R 中的单位，结论成立。下面假设 deg f > 0，
我们先假设 f(x) 是本原的。设 F 是 R 的分式域，由推论3.6.6知 F [x] 是 UFD，因此存在不可约多项
式 f1(x), . . . , fs(x) ∈ F [x] 使得 f(x) = f1(x) · · · fs(x)。根据 Gauss 引理知 f(x) 在 R 上也能分解为若
干个不可约多项式的乘积。
下面证明唯一性。假设

f(x) = f1(x) · · · fs(x) = g1(x) · · · gt(x),

其中 fi, gi 都是 R[x] 中的不可约元。由于 f(x) 是本原的，容易知道 fi, gi 都是本原的。将 f, fi, gi 视
作 F [x] 中的元素，由 Gauss 引理知 fi, gi 在 F [x] 也是不可约的。由于 F [x] 是 UFD，因此我们必有
s = t，并且在调整一定的顺序后，fi(x) 和 gi(x) 只相差 F 中的一个常数。设 fi(x) = bi

ai
gi(x)，其中

ai, bi ∈ R，并且 ai, bi 互素。由于 fi 和 gi 都是本原的，因此容易知道 ai, bi 只能是 R 中的单位。这表
明 f(x) 在 R[x] 中是唯一分解的。
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最后若 f(x) 不是本原的，不妨设 a 是其所有系数的最大公约数，那么 f(x)/a 是本原的。根据上
面的证明知 f(x)/a 是唯一分解的。而 R 是 UFD，因此 a 能唯一分解为有限个不可约元的乘积。综上
可知 f(x) 可唯一分解为 R[x] 中有限个不可约元的乘积。

最后我们证明著名的 Hilbert 基定理。它表明从一个诺特环出发，我们可以不断的构造出新的诺特
环，关于诺特环的定义见练习3.2.9。

定理 3.7.3. 设 R 是一个诺特环，那么 R[x] 也是诺特环。

证明. 设 I 是 R[x]中的一个理想，再设 J 为 I 中元素的首项系数组成的集合。我们先证明 J 是 R的一
个理想。由于 I 包含零多项式，因此 0 ∈ J。对任意 a, b ∈ J 及 r ∈ R，不妨设 a, b分别是 f(x), g(x) ∈ I
的首项系数，并设 deg f = n, deg g = m，由于 I 是 R[x] 中的理想，因此 f(x) · (rxm)− g(x) · (xn) ∈ I，
而直接计算可知当 ar − b 6= 0 时，ar − b 恰好是多项式 f(x) · (rxm)− g(x) · (xn) 的首项系数，因此根
据定义有 ar − b ∈ J。故 J 是 R 的理想。
根据假设条件知 J 是有限生成的，不妨设 J = (a1, a2, . . . , as)。设 ai是 I 中多项式 fi的首项系数，fi

的次数为 ni。记N = max{n1, . . . , ns}，对每一个 0 ≤ d ≤ N，记 Jd为 I 中所有次数为 d的多项式的首项
系数和 0的并。同样可以证明 Jd 是 R的一个理想，因此它也是有限生成的，不妨设 Jd = (ad1, . . . , adsd)。
设 fd,i 是 I 中首项系数等于 adi 的元素。记 I ′ 为由 {fj , fd,i | 1 ≤ j ≤ s, 0 ≤ d ≤ N, 1 ≤ i ≤ sd} 生成的
理想。下面我们证明 I = I ′

若 I 6= I ′，那么我们取 f ∈ I \ I ′ 使得 f 的次数最低，再记 f 的首项系数为 a。若 deg f ≥ N，那
么由 J 的定义可知存在 ri ∈ R 使得 a = a1r1 + · · ·+ asrs，于是 f − r1xN−n1f1 − · · · − rsxN−nsfs 仍然
不在 I ′ 中，并且次数比 f 低，这与 deg f 的最小性矛盾。
若 deg f < N，设 deg f = d，那么根据 Jd 的定义知存在 ri ∈ R 使得 a = ad1r1 + · · ·+ adsdrsd，同

上可考虑 f − r1fd,1 − · · · − rsdfd,sd，该多项式同样不属于 I ′ 并且次数严格小于 d，因此与 deg f 的最
小性矛盾。

习题

练习 3.7.1. 设 R 是 UFD，F 是其分式域。设 f(x) 是 R[x] 中的首一多项式，若 g(x) ∈ F [x] 是首一
多项式且在 F [x] 中整除 f(x)，证明 g(x) ∈ R[x]。

练习 3.7.2. 证明整系数多项式 f(x), g(x) 在 Q 上互素的充要条件是除有限个素数外，对其余素数 p，
f(x) 和 g(x) 在 Z/pZ 上互素。

练习 3.7.3. 证明 Hilbert 基定理的逆定理，即证明若 R[x] 是诺特环，那么 R 也是诺特环。

练习 3.7.4. 设 R 是诺特环，证明 R[[x]] 也是诺特环。
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4.1 域扩张

4.1.1 域扩张

定义 4.1.1. 设 F 是一个域，若存在正整数 n 使得 n · 1 = 0，那么我们称满足条件的最小正整数为域 F

的特征，若不存在这样的正整数，那么我们定义 F 的特征为 0。

命题 4.1.2. 任意域的特征要么是 0，要么是一个素数。

证明. 假设 F 的特征是 n，若 n 是合数，不妨设 n = n1n2，其中 n1, n2 6= 1。根据分配律我们有
(n1 · 1) · (n2 · 1) = 0，因为 F 是整环，所以比有 n1 · 1 = 0 或者 n2 · 1 = 0，这与 n 的最小性矛盾。

例 4.1.3. 像我们熟知的一些域 Q.R,C 的特征均是 0。而 Z/pZ 的特征则是 p。

定义 4.1.4. 设 F,K 是两个域，且 F ⊆ K，那么我们称 K 是 F 的一个域扩张，记作 K/F。若将 K

视作 F 上的线性空间，那么我们称 K 在 F 上的维数为扩张次数，记作 [K : F ]。若 [K : F ] 是有限的，
则称该扩张是有限扩张，否则是无限扩张。

例 4.1.5. C/Q,R/Q 都是无限扩张，但 C/R 是有限扩张，扩张次数等于 2。

和环同态相比，域之间的同态的性质会简单很多。

命题 4.1.6. 设 F,K 是两个域，ϕ : F → K 是一个环同态，那么 ϕ 要么是零映射，要么是单射。

证明. 由于 kerϕ 是 F 的理想，而根据命题3.2.7可知 F 的理想只有 0 和 F 自身。若 kerϕ = 0，那么
ϕ 是单射，若 kerϕ = F，那么 ϕ 是零映射。

上述命题表明对于任意域之间的非平凡同态 ϕ : F → K，我们可以直接将 F 等同于 ϕ(F )，从而只
需要研究域扩张 K/ϕ(F )。

4.1.2 代数扩张

定义 4.1.7. 设 K/F 是一个域扩张，α ∈ K。若存在非零多项式 f(x) ∈ F [x] 使得 f(α) = 0，那么我们
称 α 在 F 上是代数的，否则称为超越的。若 K 中每个元素在 F 上都是代数的，那么则称 K/F 是代
数扩张。

91
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例 4.1.8. 容易看出诸如
√
2,
√
3, 3
√
5 这些数在 Q 上均是代数的。然而要具体的构造一个在 Q 上是超越

的复数并不是容易的事，第一个给出具体构造的是 Liouville，他证明了
∑

n≥1
1

10k! 在 Q 是超越的，见
习题4.1.18。Lindemann证明了 π 和 e 在 Q 上是超越的。另一方面，Cantor 证明了所有 Q 上的代数
数是可数的，而复数集是不可数的，所以几乎所有复数都是超越的。

命题 4.1.9. 设 α在 F 上是代数的，那么存在唯一的首一不可约多项式mα,F (x) ∈ F [x]，使得mα,F (α) =

0。并且任意满足 f(α) = 0 的多项式 f(x) ∈ F [x] 均是 mα,F (x) 的倍数。

证明. 记 I = {f(x) ∈ F [x] | f(α) = 0}，显然 I 非空，于是 I 中存在次数最小的首一多项式，设为
mα,F (x)。若 mα,F (x) 可约，那么不妨设 mα,F (x) = f1(x)f2(x)，于是一定有 f1(α) = 0 或者 f2(α) =

0，这与 mα,F (x) 的次数最小矛盾。若还存在另一个次数相同的首一多项式 m′(x) 满足条件，那么
mα,F (x)−m′(x) ∈ I 并且它的次数小于 mα,F (x)，这意味着 mα,F (x) = m′(x)。最后由于 F [x] 是主理
想整环，所以 I 中每个元素均是 mα,F (x) 的倍数。

设 α 在域 F 上是代数的，我们称命题4.1.9中的多项式 mα,F 为 α 在 F 上的极小多项式，degmα,F

称之为 α 在 F 上的次数。

命题 4.1.10. 设 α 在 F 上是代数的，那么我们有同构：

F (α) ' F [x]/(mα,F (x)).

特别地，我们有 [F (α) : F ] = degmα,F (x)。

证明. 我们考虑环同态

φ : F [x] −−→ F (α)

f(x) 7−−→ f(α).

根据命题4.1.9的证明可知 kerφ 是由 mα,F (x) 生成的理想。显然映射 φ 是满射，因此根据环同构定理
可知 F (α) ' F [x]/(mα,F (x))。

例 4.1.11. 对任意正整数 n > 1，多项式 xn − 2 在 Q 上都是不可约的，记其中一个根为 n
√
2，那么

[Q( n
√
2) : Q] = n。

命题 4.1.12. α 在 F 上是代数的当且仅当 F (α)/F 是有限扩张。特别地，若 K/F 是有限扩张，那么
K/F 一定是代数扩张。

证明. 若 α 在 F 上是代数的，那么根据命题4.1.10可知 F (α)/F 是有限扩张。反之，我们证明更一
般地结论，若 K/F 是有限扩张，那么 K/F 是代数扩张，事实上，设 [K : F ] = n，那么对任意
0 6= β ∈ K，1, β, β2, . . . , βn 在 F 上一定是线性相关的，所以存在不全为 0 的元素 ai ∈ F 使得
a0 + a1β + · · ·+ anβ

n = 0。所以 β 在 F 上是代数的。

命题 4.1.13. 设 F ⊆ K ⊆ L 是三个域，那么 [L : F ] = [L : K][K : F ]。

证明. 不妨假设 L/K,K/F 均是有限扩张。设 α1, . . . , αn ∈ K 是 K 在 F 上的一组基，β1, . . . , βm 是
L 在 K 上的一组基。下面证明 αiβj 是 L 在 F 上的一组基。首先对任意 x ∈ L，存在 bi ∈ K 使得
x = b1β1 + · · ·+ bmβm，同样地，存在 aij ∈ F 使得对任意 1 ≤ i ≤ m 均有 bi = ai1α1 + · · ·+ ainαn。由

https://sixthform.info/maths/files/pitrans.pdf
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此可以证明 x 可被 αiβj 线性表出。最后证明 αiβj 线性无关，假设
∑

i,j aijαiβj = 0，由 β1, . . . , βm 线
性无关可知对任意 1 ≤ j ≤ m 均有

∑
i aijαi = 0。同样由于 α1, . . . , αn 是线性无关的，因此对任意 i, j

均有 aij = 0。这表明 αiβj 是线性无关的。

由此可以得到代数扩张具有传递性。

定理 4.1.14. 若 K/F,L/K 均是代数扩张，那么 L/F 也是代数扩张。

证明. 对任意 α ∈ L，因为 L/K 是代数的，因此存在多项式 f(x) ∈ K[x] 使得 f(α) = 0，不妨设
f(x) = anx

n + · · ·+ a0，由于 K/F 上也是代数的，记 K ′ = F (a0, . . . , an)，所以 K ′/F 是有限扩张。而
F (α) ⊆ K ′(α)，因此由命题4.1.13可知 K ′(α)/F 是有限扩张，所以 α 在 F 上是代数的，故 L/F 是代
数扩张。

定义 4.1.15. 设域 K1,K2 是包含在域 K 中的两个域，我们称 K 中同时包含 K1,K2 最小的域为 K1,K2

的复合，记为 K1K2。同样对于 K 的一族子域，我们也可以定义它们的复合为 K 中包含它们的最小子
域。

例 4.1.16. 设K1 = Q(
√
2),K2 = Q( 3

√
2) ⊆ R。那么K1K2 = Q( 6

√
2)。更一般地，设K1 = F (α1, . . . , αn),K2 =

F (β1, . . . , βm) ⊆ K，那么
K1K2 = F (α1, . . . , αn, β1, . . . , βm).

对于复合域的扩张次数，我们有如下结论。

命题 4.1.17. 设 K1,K2 是 F 上包含在域 K 中的两个域扩张，那么我们有

[K1K2 : K1] ≤ [K2 : K1 ∩K2].

特别地，我们有 [K1K2 : F ] ≤ [K1 : F ][K2 : F ]。

证明. 设 α1, . . . , αn 是 K1 在 K1 ∩K2 上的一组基，β1, . . . , βm 是 K2 在 K1 ∩K2 上的一组基。容易
看出 K1K2 作为 K1 上的线性空间可由 β1, . . . , βm 张成。因此 [K1K2 : K1] ≤ m。故由命题4.1.13可知
[K1K2 : K1 ∩K2] = [K1K2 : K1][K1 : K1 ∩K2] ≤ [K2 : K1 ∩K2][K1 : K1 ∩K2]。特别地，K1 ∩K2 是
F 上的扩张，故有

[K1K2 : F ] = [K1K2 : K1 ∩K2][K1 ∩K2 : F ]

≤[K2 : K1 ∩K2][K1 : K1 ∩K2][K1 ∩K2 : F ] ≤ [K1 : F ][K2 : F ].

习题

练习 4.1.1. 计算
√
2 + 3
√
2 和 1 + 3

√
2 + 3
√
4 在 Q 上的极小多项式。

练习 4.1.2. 设 θ 是 x3 + x+ 1 的一个根，求 1 + θ 在 Q(θ) 中的逆元。

练习 4.1.3. 证明 Q(
√
2 +
√
3) = Q(

√
2,
√
3) 并计算 Q(

√
2 +
√
3)/Q 的扩张次数。。

练习 4.1.4. Q(
√
2) 和 Q(

√
−2) 是否同构？
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练习 4.1.5. 设 F 是一个域，d1, d2 ∈ F 不是 F 中的平方元，即不存在 α ∈ F 使得 α2 = d1。求
F (
√
d1,
√
d2)/F 的扩张次数。

练习 4.1.6. 设 K 是一个特征不等于 2 的域。设 a, b ∈ K 且 b 不是平方元，求 K(
√
a+
√
b)/K 的扩

张次数。

练习 4.1.7. 假设 K/F 的扩张次数是素数 p，证明 K 中任何包含 F 的子域要么是 K 要么是 F。

练习 4.1.8. 设 K/F 是有限扩张，f(x) ∈ F [x] 是 k 次不可约多项式。若存在 a ∈ K 使得 f(a) = 0，
证明 k 整除 [K : F ]。

练习 4.1.9. 若 [F (a) : F ] 是奇数，证明 F (a) = F (a2)。

练习 4.1.10. 设 K1,K2 是 F 上包含在域 K 中的两个域扩张。假设 [K1 : F ] 和 [K2 : F ] 互素。证明
[K1K2 : F ] = [K1 : F ][K2 : F ]。

练习 4.1.11. 证明 3
√
2 /∈ Q(

√
2,
√
3. . . . ,

√
n)。

练习 4.1.12. 设 K/F 是一个域扩张，对于 a ∈ K，我们定义映射 La : K → K, b 7→ ab。容易看出这是
F -线性映射。我们称 La 的迹为 a 的迹，记作 TrK/F (a)，称 La 的行列式为 a 的范数，记作 NK/F (a)。

1. 设 F = Q,K = Q( 3
√
2)，计算 TrK/F (

3
√
2) 和 N( 3

√
2)。

2. 证明对任意 a ∈ K 均有 TrK/F (a), NK/F (a) ∈ F。特别地，若 a ∈ F，则有 TrK/F (a) =

na,NK/F (a) = an。

3. 设 [K : F ] = n，a ∈ K 在 F 上的极小多项式为 p(x) = xm + am−1x
m−1 + · · · + a0，那么

TrK/F (a) = − n
m
am−1, NK/F (a) = (−1)na

n
m
0 。

练习 4.1.13. 设 F 是一个特征不为 2 的域，K/F 是一个二次扩张。

1. 证明存在 x ∈ K \ F 使得 K = F (x) 且 x2 ∈ F。

2. 证明 (K∗)2 ∩ F ∗ = (F ∗)2 t x2(F ∗)2。

练习 4.1.14. 设 F 是一个特征不为 2 的域。设 a, b ∈ F ∗ 且 b /∈ (F ∗)2。记 K = F (
√
b), L = K(α) 其

中 α2 = a+
√
b。

1. 证明 L = K 当且仅当存在 d ∈ F ∗ 使得 a2 − b = d2 且 2(a+ d) ∈ (F ∗)2。

2. 证明存在 β ∈ L∗ 使得 β2 = a−
√
b 当且仅当 a2 − b ∈ (F ∗)2 t b(F ∗)2。

3. 计算 F ∗ ∩ (L∗)2。

4. 证明存在 c ∈ F ∗ 使得 L = F (
√
b,
√
c) 当且仅当 a2 − b ∈ (F ∗)2。

练习 4.1.15. 设 F 是一个域，K 为 F 的代数扩域且包含在 F (X) 中，证明 F = K。

练习 4.1.16. 设 K/F 是一个有限扩张。设 a, b ∈ K 在 F 上的极小多项式分别为 fa, fb，证明 fa 在
F (b) 上不可约当且仅当 fb 在 F (a) 上不可约。
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练习 4.1.17. 设 K1,K2 是 K 的两个子域，且 K/K1,K/K2 均是代数扩张，K/(K1 ∩K2) 是否一定是
代数扩张？（提示：考虑 K = Q(x),K1 = Q(x2),K2 = Q(x2 − x)。）

练习 4.1.18 (Liouville 定理). 设 α 是次数为 n ≥ 2 的代数数，f(x) 是其极小多项式。

1. 设 |α− p
q
| < 1，证明存在只依赖于 α 的常数 M 使得 |f(p

q
)− f(α)| < M |α− p

q
|；

2. 对任意有理数 p
q
均有 |f(p

q
)− f(α)| ≥ 1

qn
；

3. 证明存在常数 c > 0 使得对任意有理数 p
q
均有 |α− p

q
| ≥ c

qn
。

4. 证明
∑

n≥1
1

10n! 不是代数数。

练习 4.1.19. 设 K(x) 是域 K 上的有理函数域。

1. 计算 x 在域 K(x2 + 1) 上的极小多项式，并计算 [K(x) : K(x2 + 1)]。

2. 记 t = f(x)
g(x)
∈ K(x)，其中 f(x) 和 g(x) 是 K[x] 中互素的多项式。证明 f(X)− tg(X) 作为域 K(t)

上的多项式是不可约的，并且 x 是其一个根。由此计算 [K(x) : K(t)]。

4.2 尺规作图

这一节我们应用域论来解决古希腊的三大几何作图难题，

1. 三等分角问题：能否通过尺规作图将任意给定角三等分？

2. 倍立方体问题：能否通过尺规作图给出是给定立方体体积两倍的立方体？

3. 化圆为方问题：能否通过尺规作图作出正方形使得其面积是给定圆的面积。

为了解决这些问题，我们需要将尺规作图的过程转化为代数语言。
我们先假定一个单位长度 ′1′，再记所有可以通过给定的单位长度和尺规作图得到的长度的集合为

F，F 中的点我们称为是可构造的。因为 x+ y
√
−1 是可构造的当且仅当 x, y 是可构造的，因此我们只

需考虑可构造的实数即可。
首先我们说明 F 构成一个域。若 x, y ∈ F，那么显然有 x± y ∈ F。根据下面这两个图示我们可以

证明 xy, x/y ∈ F。

1
x

y

xy

1
y

x
y

x

更进一步，根据下图我们还知道若 a ∈ F，那么
√
a ∈ F。
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1a

√
a

那么是否这便能做出 F 中所有的数呢？我们先来分析尺规作图可以做什么？利用直尺可以做出过
任意两个确定点的直线，利用圆规可以做出以任意已知点为圆心，已知长度为半径的圆。我们能得到的
新的可构造数即为这些直线和圆的交点。我们可以建立坐标系，做出 x 轴和 y 轴。假设已经做出了 Q
扩域 K，设 K1 = K ∩R，即为已经做出的可构造的实数，那么 K = {a+ b

√
−1 | a, b ∈ K1}。以 K 中

两点出发可做出的直线为

ax+ by + c = 0, a, b, c ∈ K1.

而以 K 中点为圆心，K1 中数为半径的圆的方程为

(x− d)2 + (y − e)2 = r2, d, e, r ∈ K1.

而下一个可构造点只能是这些直线和圆的交点，因此只可能有如下三种情况：

1. 直线与直线的交点。此时容易看出交点坐标仍是 K1 中的元素。

2. 直线和圆的交点。联立方程可得  ax+ by + c = 0,

(x− d)2 + (y − e)2 = r2.

此时该方程组的解即为可构造数，而通过消元容易看出 x是一个至多二次的方程的解，故 [K1(x) :

F1] ≤ 2，利用直线方程可以知道 y ∈ K1(x)。因此 x+ y
√
−1 ∈ K(x)。

3. 圆和圆的交点。联立方程可得  (x− d1)2 + (y − e1)2 = r21,

(x− d2)2 + (y − e2)2 = r22.

将两个方程做差可以转化为圆和直线相交的情况。

综上所述，由 K 经过直线和圆的交点得到的新的可构造数在 K 的某个二次扩域中。因此我们有下面的
定理。
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定理 4.2.1. 复数 a 是可构造的当且仅当存在二次扩张序列

Q = K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn,

使得 a ∈ Kn，其中 Ki+1/Ki 都是二次扩张。特别地，[Q(a) : Q] 是 2 的幂次。

注 10. 注意到上述定理的逆命题是不对的，即若 [Q(a) : Q] 是 2 的幂次，a 也不一定是可构造的。例如，
设 a 是多项式 x4 − 4x+ 2 的一个根，那么 [Q(a) : Q] = 4，但是 a 是不可构造的。

现在我们可以解决三大尺规作图问题了。
三等分任意角：给定一个角度 3θ，要做出 θ，即等价于 cos θ 是可构造的。利用三倍角公式有

cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ,

例如我们考虑 θ = 20◦，那么 cos 3θ = 1
2
。容易看出 4x3 − 3x− 1

2
在 Q 上是不可约的，因此 cos 20◦ 在

Q 的一个三次扩域中，因此是不可构造的。
倍立方：这等价于 3

√
2 是可构造的，然而这显然是不对的。

化圆为方：这等价于
√
π 是可构造的。但是 Lindemann 证明了 π 是超越数，所以

√
π 是不可构造

的。
上面证明了 cos 20◦ 是不可构造的，那么一个很自然的问题便是哪些整数角度是可构造的？首先我

们容易看出 1◦ 和 2◦ 是不可构造的，否则利用倍角公式容易看出 cos 20◦ 是可构造的。另一方面，我们
可以证明 cos 3◦ 是可构造的，事实上，我们有

cos 3◦ =
1

8
(
√
3 + 1)

√
5 +
√
5 +

1

16
(
√
6−
√
2)(
√
5− 1). (4.1)

习题

练习 4.2.1. 证明正五边形可以通过尺规作图作出。

练习 4.2.2. 证明正九边形不可以通过尺规作图作出。

练习 4.2.3. 证明公式 (4.1)。

练习 4.2.4. 证明正十七边形可以通过尺规作图作出。

练习 4.2.5. 折纸的文化起源可以追溯到中国，并与中国造纸术的发展密切相关。东汉时期（公元 1–2
世纪），随着蔡伦对造纸术的改进，纸张逐渐走向社会生活，其良好的可塑性很快被运用于礼俗活动与
民间技艺之中。此后，随着纸张及相关技艺向外传播，折纸也传入周边地区，并在不同文化语境中演化
出各具特色的审美与技术；其中，日本在近代对折纸进行了系统化与艺术化的发展，使其以“Origami”
之名在当代世界范围内广为人知。下面我们将介绍折纸构造的六个公理。

(O1) 给定两个不同的点 p1 和 p2，存在且仅存在一条经过 p1 与 p2 的折痕。
(O2) 给定两个不同的点 p1 和 p2，存在且仅存在一条折痕（垂直平分线），使得折叠后 p1 与 p2 重

合。
(O3) 给定两条直线 l1 和 l2，存在一条折痕（角平分线），使得折叠后 l1 与 l2 重合。
(O4) 给定一点 p1 和一条直线 l1，存在且仅存在一条经过 p1 且垂直于 l1 的折痕。
(O5) 给定两点 p1, p2 和一条直线 l1，存在一条折痕，使得折叠后 p1 落在 l1 上，且该折痕经过 p2。
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(O6) 给定两点 p1, p2 以及两条直线 l1, l2，存在一条折痕，使得折叠后 p1 落在 l1 上，同时 p2 落
在 l2 上。

O1

p1

p2

O2
p1

p2

O3 l1

l2

O4
p

l

O5

l

p1
p2 O6

p2

l2

p1

l1

定义 1. 设初始点集为 {0, 1} ⊂ C，并将复平面 C 视为折纸的欧氏平面。若一个复数 z ∈ C 所对
应的点能够通过有限次折纸操作得到，即作为一系列折痕的交点出现，其中每一步操作仅允许使用折纸
六个公理所规定的基本折叠方式。我们称 z 为折纸可构造的复数。

1. 简述为什么折纸可构造的复数构成一个域。(提示：由 O4 可以构造平行线。)

2. 在 O5 中，把 p1 = (1, 0) 折叠到 l1 : y = 1 上，得到经过 p2 =
(
1, a+1

2

)
的折痕。证明：此折痕的

斜率 k 满足二次方程：

k2 = a.

3. 在 O6 中，把 p1 =
(
q
2
, p+1

2

)
折到直线 l1 : x = − q

2
上，点 p2 = (0, 1) 折到直线 l2 : y = 0 上。证

明：此折痕的斜率 k 满足三次方程：

k3 + pk + q = 0.

据此说明倍立方与三等分角问题均可通过折纸构造实现。

4. 证明：z 是折纸可构造的，当且仅当存在域扩张：

L0 = Q ⊆ L1 ⊆ · · · ⊆ Ln,

使得 z ∈ Ln 且 [Lj : Lj−1] = 2 或 3。

5. 证明：正七边形是折纸可构造的。

4.3 分裂域与代数闭域

4.3.1 分裂域

定义 4.3.1. 设 K/F 是一个域扩张，f(x) ∈ F [x]。若 f(x) 在 K[x] 中能分解为一次因式的乘积，并且
对 K 的任意真子域 M，f(x) 在 M 上都不能分解为一次因式的乘积，那么我们称 K 是 f(x) 的一个分
裂域。
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例 4.3.2. 1. 设 F = Q, f(x) = x2− 2，那么 K = Q(
√
2) 是 f(x) 的一个分裂域。但是我们要注意到

分裂域并不是唯一的，例如域 L = Q[T ]/(T 2 − 2) 也是 f(x) 的一个分裂域，因为在 L[x] 中我们
有分解式 f(x) = (x + T )(x − T )，但是我们有同构 Q(

√
2) ' Q[T ]/(T 2 − 2)。事实上，我们后面

将会证明 f(x) 的任意两个分裂域都是同构的。

2. 设 F = Q, f(x) = x3 − 2，那么 K = Q( 2
√
2,
√
−3) 是 f(x) 的一个分裂域。

我们再讨论一类常见的域。

例 4.3.3. 设 n 是一个正整数，我们讨论多项式 xn − 1 在 Q 上的分裂域。我们假设该分裂域包含在 C
中，那么容易看出 ζn = e 2πi

n 是 xn−1在 C中的一个根，并且其余所有根都是形如 ζkn, k = 0, 1, . . . , n−1。
因此它的分裂域便是 Q(ζn)。我们称 Q(ζn) 为 n-次分圆域。但是要计算扩张次数 [Q(ζn) : Q] 并不是
一件简单的事，我们先考虑 n = p 为素数的情况，一般的情况将在后面进行讨论。在素数的情况，我
们知道 xp − 1 = (x − 1)(xp−1 + xp−2 + · · · + 1)。设 g(x) = xp−1 + xp−2 + · · · + 1，于是 g(x + 1) =

((x+ 1)p − 1)/x = xp−1 + pxp−2 + · · ·+ p，因此根据 Eisenstein 判别法可知 g(x) 是不可约多项式。因
此 g(x) 即为 ζp 在 Q 上的极小多项式，故 [Q(ζp) : Q] = p− 1。

例 4.3.4. 设 F = Q，f(x) = xp − 2，其中 p 是一个素数。那么 f(x) 在 C 中的所有根是 p
√
2ζkp，

k = 0, 1, . . . , p − 1。那么 Q( p
√
2, ζp) 便是 f(x) 的一个分裂域，下面我们计算其扩张次数。根据上面的

例子可知 [Q(ζp) : Q] = p− 1。另一方面，由于 xp − 2 在 Q 上不可约，因此 [Q( p
√
2) : Q] = p。而 p 和

p− 1 互素，因此根据习题4.1.10可知 [Q( p
√
2, ζp) : Q] = p(p− 1)。

定理 4.3.5. 设 f(x) 是域 F 上的 n 次多项式，那么存在 f 在 F 上的分裂域 K，且 [K : F ] ≤ n!。

证明. 我们对 n 进行归纳，当 n = 1 时，结论是平凡的。下面假设 n > 1，不妨设 f(x) 是不可约
的，否则设 f(x) = f1(x)f2(x)，根据归纳假设知存在 f1(x), f2(x) 的分裂域 K1,K2 使得 [K1 : F ] ≤
(deg f1)!, [K1 : F ] ≤ (deg f2)!，因此根据命题4.1.17可知

[K1K2 : F ] ≤ (deg f1)! · (deg f2)! < n!.

因此我们下面假设 f(x) 是不可约的，记 F1 = F [x]/(f(x))，此时 F1 是一个域，并且记 x 在 F1 中的像
是 x̄，根据定义可知 x̄ 是 f(x) 在 F1 中的一个根，因此不妨设 f(x) 在 F1 中可分解为 (x− x̄)f1(x)。根
据归纳假设知存在 f1(x) 在 F1 上的分裂域 K 且有 [K : F1] ≤ (n− 1)!，所以 [K : F ] ≤ n!。根据定义知
f(x) 在 K 中可分解为一次因式的乘积，因此存在 K 的子域 K ′ 为 f(x) 的分裂域，且 [K ′ : F ] ≤ n!。

定理 4.3.6. 多项式 f(x) ∈ F [x] 在 F 上的分裂域都是同构的。

证明. 事实上，我们可以证明一个更一般地结论：设 φ : F1 → F2 是一个同构，f(x) ∈ F1[x]，定义
φ(f)(x) ∈ F2[x] 为将 φ 作用在 f(x) 的系数上得到的多项式。再设 K1,K2 分别为 f(x), φ(f)(x) 在
F1, F2 上的分裂域，那么 φ 可延拓为同构 K1 ' K2。
我们对 deg f 进行归纳。当 n = 1 时，结论显然成立。下面假设结论对 n− 1成立。设 p(x) 为 f(x)

在 F [x] 上的一个不可约因式。α1, α2 分别是 p(x) 和 φ(p)(x) 在 K1,K2 中的根，构造如下同构：

F1(α1) −−→ F2(α2)

α1 7−−→ α2

于是 f(x), φ(f)(x)在 F1(α1), F2(α2)中分别能分解为 (x−α1)f1(x)和 (x−α2)f2(x)。而 deg f1, deg f2 ≤
n−1。容易证明K1,K2均为 f1(x), f2(x)在 F1, F2上的分裂域。根据归纳假设，我们可以得到K1 ' K2。
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4.3.2 代数闭包

定义 4.3.7. 设 F 是一个域，若域 F 是 F 的代数扩张，并且任何多项式 f(x) ∈ F [x] 都在 F 中是完全
分裂的，即在 F 中能分解成一次因式的乘积，那么我们称 F 是 F 的代数闭包。

定义 4.3.8. 若 K[x] 中的任意一个多项式在 K 中均有一个根，那么则称 K 是代数闭域.

下面的命题给出了代数闭包和代数闭域两个概念的联系。

命题 4.3.9. 设 F 是 F 的代数闭包，那么 F 是代数闭域。反之，若 K 是代数闭域，F 是 K 的子域，
那么 K 存在一个子域是 F 的代数闭包。

证明. 设 f(x) ∈ F [x]，并且 α 是 f(x) 的一个根，那么 F (α) 是 F 上的代数扩张，根据定理4.1.14可知
F (α)/F 也是代数扩张，因此 α 在 F 上是代数的，故 α ∈ F。因此 F 是代数闭域。

反之，若 K 是代数闭域，令 F = {a ∈ K | a 在 F 上是代数的}。那么 F 显然是 F 的代数扩张。
另一方面，对任意 f(x) ∈ F [x]，由于 K 是代数闭域，因此 f(x) 在 K 中至少有一个根，设为 α，但是
α 在 F 上是代数的，因此 α ∈ F，故 f(x) 能在 F 中分解是完全分裂的，因此 F 是 F 的代数闭包。

注 11. 我们要注意代数闭包和代数闭域是有区别的，因为代数闭域不一定是其子域的代数扩张。例如由
代数基本定理我们知道 C 是代数闭域，但是它不是 Q 上的代数闭包，因为如前所述，像 π, e 这些数都
是超越的。

下面我们证明任意域均有代数闭包，其证明的想法是自然的，我们不断的将 F [x] 中多项式的根加
入到 F 的扩域中，因为任何一个多项式的根的个数都是有限的，所以只需要有限次操作即可囊括它的
所有根。

定理 4.3.10. 任意域 F 均有代数闭包。

证明. 对 F [x] 中的每一个非常数的首一多项式 f(x)，我们对应一个未定元 xf，考虑多项式环 R =

F [· · ·xf · · · ]，设 I 是 R 中由所有 f(xf ) 生成的理想，其中 f 遍历所有的非常数的首一多项式。我们先
证明 I 是非平凡的，否则会存在多项式 f1(xf1), . . . , fn(xfn) 及元素 g1, . . . , gn ∈ R 使得

g1f1(xf1) + g2f2(xf2) + · · ·+ gn(xfn) = 1. (4.2)

设 K 是多项式 f1(x), . . . , fn(x)在 F 上的分裂域，并设 αi ∈ K 是 f1(x)在 K 中的一个根。在式(4.2)中
取 xfi = αi 可得 0 = 1，显然是矛盾的。于是由定理3.3.2可知存在包含 I 的极大理想 m，并且由命
题3.3.3知 K1 := R/m 是域。根据构造可知 F [x] 中的每一个元素 f(x) 在 K1 中均至少有一个根，即为
xf 的像，因为 f(xf ) ∈ m。我们将上述过程中的 F 用 K1 代替，可以构造得到一个新的扩域 K2，并将
此过程依次进行下去，我们可以得到一系列域扩张:

F ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ . . . .

根据构造过程可知每一个 Ki[x] 中的元素均在 Ki+1 中有一个根。最后取

K =
⋃
i≥1

Ki.

显然 K 是 F 的一个域扩张。设 h(x) ∈ K[x]，那么 h(x)的系数一定均在某个 Ki 中，即有 h(x) ∈ Ki[x]，
故 h(x) 在 Ki+1 中至少有一个根，所以 h(x) 在 K 中至少有一个根，因此 K 是代数闭域。最后利用命
题4.3.9可以得到 F 的代数闭包。
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习题

练习 4.3.1. 求下列多项式在 Q 上的分裂域：

1. x4 − 2；

2. x4 + 2

3. x6 − 4。

练习 4.3.2. 设 F ⊆ L ⊆ K 是三个域，若 K 是 f(x) ∈ F [x] 在 F 上的分裂域，证明 K 是 f(x) 在 L

上的分裂域。

练习 4.3.3. 设 K 是 F 上的二次扩域，证明 K 是 F 的分裂域。

练习 4.3.4. 设 K/F 是一个有限域扩张。证明 K 是 F 的一个分裂域当且仅当每一个 F [x] 中的不可
约多项式 f(x)，若 f(x) 在 K 中有一个根，那么 f(x) 在 K 中完全分裂。

练习 4.3.5. 设 K1,K2 ⊆ K 是 F 上的两个域扩张。假设它们都是 F 上的分裂域。

1. 证明 K1K2 是 F 上的分裂域；

2. 证明 K1 ∩K2 是 F 上的分裂域。

练习 4.3.6. 设 K 是一个域且特征不等于 3，P (x) 是 K 上的三次多项式，L 是 P (x) 在 K 上的一个
分裂域。

1. 证明 [L : K] ∈ {1, 2, 3, 6}，并且 P (x) 是不可约的当且仅当 [L : K] ∈ {3, 6}。

2. 证明存在多项式 Q(x) = x3 + px+ q ∈ K[x] 使得 L 也是 Q(x) 在 K 上的分裂域。

3. 假设 P (x)不可约的。记 x1, x2, x3 是 Q(x)在 L中的三个根，并记 δ = (x1−x2)(x2−x3)(x3−x1)。
证明 δ2 = −4p3 − 27q2。我们称 δ2 为 Q(x) 的判别式。

4. 证明 [L : K] = 3 当且仅当 δ ∈ K。

5. 设 K = R(T ), P (x) = x3 + (T 2 − 1)x+ T 3 − 1，计算此时的 [L : K]。

4.4 有限域

这一节我们讨论有限域，我们将证明有限域的存在性。我们首先介绍形式导数。

4.4.1 形式导数

设 F 是一个域，f(x) ∈ F [x] 为一个多项式。设 K 是 f(x) 在 F 上的一个分裂域，于是 f(x) 在 K

上有如下分解

f(x) = (x− α1)
n1(x− α2)

n2 · · · (x− αk)
nk ,

其中 αi ∈ K，ni ≥ 1。若 ni > 1，则称 αi 是重根，否则称为单根。
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定义 4.4.1. 若 F 上的多项式没有重根，则称该多项式是可分的，否则称为不可分的。设 K/F 是一个
域扩张，若 K 中的任意元素均是 F 上某个可分多项式的根，则称 K/F 是可分的，否则称为不可分的。

例 4.4.2. 考虑域 F (t) 上的多项式 x2− t，可以验证该多项式是不可约的。记
√
t 是某个分裂域中的根。

当 F 的特征不等于 2 的时候，那么 −
√
t 6=
√
t 是 x2 − t 的另一个根。此时 x2 − t 是可分的，而当 F

的特征等于 2 时，那么

(x−
√
t)2 = x2 − 2x

√
t+ t = x2 − t.

这意味着此时 x2 − t 是不可分的。

我们先回忆一下多项式的一些知识。设 f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ F [x]，我们定义 f(x) 的形

式导数为 nanx
n−1+(n− 1)an−1x

n−2+ · · ·+a1 ∈ F [x]，并记为 f ′(x)。该形式导数和微积分中的导数公
式是一致的，但是我们这里只是借用了微积分中的公式，其定义是完全代数上的，不能理解为 F [x] 中
的多项式求导。可以直接验证该定义同样满足如下公式

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x)

(f(x)g(x))′ = f(x)g′(x) + f ′(x)g(x).

利用形式导数的概念，我们可以给出多项式有重根的条件，该结果和实数域上多项式的结果是一致的。

命题 4.4.3. α 是多项式 f(x) 的重根当且仅当 α 是 f ′(x) 的根。特别地，f(x) 是可分的当且仅当 f(x)

和 f ′(x) 的公因式是 1。

证明. 假设 f(x) = (x−α)g(x)，于是 f ′(x) = g(x) + (x−α)g′(x)。因此 α 是 f ′(x) 的根当且仅当 α 是
g(x) 的根，由此可得原结论。

例 4.4.4. 1. 考虑有限域 Fp 上的多项式 xp
n − x，它的形式导数为 pnxp

n−1 − 1 = −1。因此它的形
式导数没有根，故 xp

n − x 的任意一个根都是单根。

2. 考虑有限域 Fp 上的多项式 xn − 1，它的形式导数为 nxn−1。当 p 整除 n 时，该形式导数是零多
项式，故 xn − 1 的任意一个根都是重根，反之，若 p 不整除 n，则该形式导数的根只有 0（n− 1

重）。但显然 0 不是 xn − 1 的根，因此 xn − 1 的所有根均为单根。

4.4.2 有限域的存在性

命题 4.4.5. 设 F 是一个有限域，那么它的特征一定是素数，并且 F 的元素个数一个是素数的幂。同
时 F 中任意元素 α 均满足 a|F | − a = 0。

证明. 根据命题4.1.2可知域 F 的特征为 0 或者是一个素数。若 F 的特征是 0，那么 0, 1, 2, . . . , n, . . .

是互不相同的，这与 F 元素个数有限矛盾，假设 F 的特征是 p，那么 F 可视作 Fp 上的线性空间，设
维数是 n，那么 |F | = pn。由于 F∗ 是 pn − 1 阶的交换群，因此根据推论2.3.12可知对任意 a ∈ F 使得
ap

n−1 = 1。

上述结论表明有限域的阶只能是素数的幂，那么一个自然的问题是任意素数的幂阶的有限域是否一
定存在。下面的定理便回答了这一问题。
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引理 4.4.6. 设 F 是一个特征为 p 的域，那么对任意 a, b ∈ F，我们有

(a+ b)p = ap + bp.

证明. 根据二项式展开有

(a+ b)p = ap +

(
1

p

)
ap−1b+

(
2

p

)
ap−2b2 + · · ·+ bp.

当 1 ≤ k ≤ p− 1 时，我们有
(
k
p

)
= p!

k!(k−p)!
，其分子是 p 的倍数，而分母和 p 互素，因此

(
k
p

)
是 p 的倍

数，由于 F 是特征 p 的，因此
(
k
p

)
= 0。故有 (a+ b)p = ap + bp。

定理 4.4.7. 设 p 是一个素数，n 是一个正整数，那么存在阶为 pn 的有限域，并且在同构的意义下，它
是唯一的。我们将阶为 q = pn 的有限域记为 Fq。

证明. 根据定理4.3.5, 设 K 是多项式 xp
n − x 在 Fp 上的一个分裂域。根据命题4.4.3可知 xp

n − x 没有
重根，因此它恰有 pn 个根，记 Fpn 为其所有根的集合。对任意 a, b ∈ Fpn，我们有 (ab)p

n

= ap
n

bp
n

，
(a−1)p

n

= (ap
n

)−1 = a−1，以及
(a+ b)p

n

= ap
n

+ bp
n

= a+ b.

这表明 Fpn 构成一个域。
最后我们证明唯一性。设 F 是任意 pn 元有限域，由于 F ∗ 构成一个 pn − 1 阶乘法群，根据推

论2.3.12知 F 中的元素均是多项式 xp
n − x 的根。而多项式 xp

n − x 没有重根，因此 F 中的元素恰好
构成 xp

n − x 的所有根，这表明 F 是 xp
n − x 在 Fp 上的分裂域。由定理4.3.6可知 F 在同构意义下是

唯一的。

推论 4.4.8. 设 F 是有限域 Fpn 的子域，那么 F 是 pm 阶域，且 m | n。反之，对任意 m | n，Fpn 存
在唯一的子域 F 使得 |F | = pm。

证明. 若 F 是 Fpn 的子域，那么 Fpn 可视为 F 上的线性空间，设其维数为 k 于是有 pn = (pm)k，即有
m | n。反之，考虑 Fpn 中所有满足 xp

m − x 的元素组成的集合，根据定理4.4.7可知其构成唯一的 pm

元有限域。

例 4.4.9. 由于 Fpn 在同构意义下是唯一的，因此任取一个 Fp 上的 n 次不可约多项式 f(x)，那么我们
有 Fpn ' Fp[x]/(f(x))。例如 f(x) = x2 + x− 1 是 F2 上的不可约多项式，设 α 是 f(x) 的一个根，那
么 F4 = F2[α]，更具体一点，我们可以将 F4 显式写出来

F4 = {0, 1, α, 1 + α}.

而这些元素之间的运算也是直接的，只需注意到 α2 = 1 − α 即可。例如 (1 + α)2 = 1 + 2α + α2 = α。
下图显示了 F4 中任意两个元素的乘法：

0 1 α α+ 1

0 0 0 0 0

1 0 1 α α+ 1

α 0 α 1 + α 1

α+ 1 0 α+ 1 1 α
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最后我们讨论一下有限域上的多项式。

定理 4.4.10. 设 p 是一个素数，n 是一个正整数，那么我们有

xp
n

− x =
∏

deg f |n

f(x), (4.3)

其中上述乘积遍历所有的 Fp[x] 上满足 deg f | n 的首一不可约多项式。

证明. 设 f(x) 是 Fp 上的 m 次首一不可约多项式，其中 m | n。于是 K = Fp[x]/(f(x)) 是 Fp 上的
m 次扩张，由推论4.4.8可知我们有嵌入 K → Fpn。因此 Fpn 中包含 f(x) 的根，由 f(x) 不可约可得
f(x) | xpn − x。因此(4.3)式的右边整除左边。另一方面，设 f(x) 是 xp

n − x 的一个 m 次首一不可约因
式，设 α ∈ Fpn 为 f(x) 的一个根，于是 Fp(α)/Fp 是 m 次扩张。由推论4.4.8可知 m | n。因此(4.3)式
成立。

例 4.4.11. F2[x] 上有一个二次不可约多项式：x2 + x+ 1，有三个四次不可约多项式：x4 + x+ 1, x4 +

x3 + 1, x4 + x3 + x2 + x+ 1。因此我们有

x16 − x = x(x+ 1)(x2 + x+ 1)(x4 + x+ 1)(x4 + x3 + 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1).

注 12. 更一般地，我们可以计算出 Fp 上的 n 次首一不可约多项式的个数。设 Fp 上的 n 次首一不可约
多项式的个数为 a(n)，根据(4.3)式可得

pn =
∑
d|n

da(d).

利用 Möbius 反演公式可得
a(n) =

1

n

∑
d|n

pdµ(n/d),

其中 µ 是 Möbius 函数：若 n 含有平方因子，则 µ(n) = 0，若 n 无平方因子，设 n = p1 · · · pr，则
µ(n) = (−1)r；

习题

练习 4.4.1. 将 x8 − x 在 F2[x] 中分解为不可约多项式的乘积。

练习 4.4.2. 求多项式 x2 + x+ 1 在 F2 上的分裂域。

练习 4.4.3. 求多项式 x3 + 2x+ 1 在 F3 上的分裂域。

练习 4.4.4. 证明 F3[x]/(x
2 + x+ 2) 和 F3[x]/(x

2 + 2x+ 2) 是同构，并将该同构显式的写出来。

练习 4.4.5. 设 F 是特征为 p 的有限域，证明 F 中任意元素在 F 中均可开 p 次方。

练习 4.4.6. 设 f(x) 是 Fq 上的 n 次不可约多项式，证明 f(x) 整除 xq
n−1 − 1。

练习 4.4.7. 设 F 是一个有限域，证明对任意 a ∈ F 存在 b, c ∈ F 使得 a = b2 + c2。

练习 4.4.8. 设 p ≥ 5 是一个素数，考虑多项式 f(x) = x2 + x+ 1 ∈ Fp[x]。
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1. 证明 f(x) 在 Fp 中有一个根当且仅当 p ≡ 1 (mod 3)。

2. 设 L 是 f(x) 在 Fp 上的分裂域，设 α 是 f(x) 在 L 中的一个根，并记 β = 2α+1。证明 β2 = −3。

3. 证明 −3 在 Fp 中是平方数当且仅当 p ≡ 1 (mod 3)。

练习 4.4.9. 设 p 6= 5 是一个素数，记 L 为多项式 f(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 ∈ Fp[x] 在 Fp 上的分裂
域。

1. 令 α ∈ L 为 f(x) 的一个根，证明 L = Fp[α]。

2. 证明

[L : Fp] =


1 如果 p ≡ 1 (mod 5)

2 如果 p ≡ −1 (mod 5)

4 如果 p ≡ ±2 (mod 5)

3. 令 β = α+ α−1。证明 (2β + 1)2 = 5。

4. 证明 5 在 Fp 中是平方数当且仅当 p ≡ ±1 (mod 5)。

练习 4.4.10 (Chevalley-Warning 定理). 设 P ∈ Fq[x1, . . . , xn] 是 d 次齐次多项式，0 < d < n。设
V = {(x1, . . . , xn) ∈ Fn

q | P (x1, . . . , xn) = 0}。

1. 设 Q = 1− P q−1, S =
∑

x∈Fn
q
Q(x)。证明 S = |V |；

2. 证明 S = 0，由此证明 P 有一个非平凡的零点；

3. 证明存在 n 次齐次多项式 P 使得 P 只有平凡零点。

练习 4.4.11. 证明
⋃∞

n=0 Fpn! 是 Fp 的一个代数闭包。

练习 4.4.12. 设 K 是一个域，若 K 的任意有限扩张都是可分的，我们则称 K 是完美域。

1. 证明任意特征 0 的域都是完美域。

2. 证明有限域都是完美域。

3. 设 F 是特征 p 的域，证明 F 是完美域当且仅当 F p = F，即对任意 x ∈ F 均存在 y ∈ F 使得
x = yp。

4. 请构造一个包含无限个元素的完美域。

5. 请构造一个包含无限个元素但不是代数闭域的完美域。

练习 4.4.13. 设 L/K 是代数扩张，假设 K[x] 中任意一个多项式在 L 中都有一个根，本题的目标是证
明 L 是 K 的一个代数闭包。

1. 若 K 是完美域，证明 L 是 K 的一个代数闭包。

2. 下面假设 K 的特征为 p > 0。证明 M = {x ∈ L |存在n ∈ N使得xpn ∈ K} 是完美域。

3. 证明 M [x] 中任意一个多项式在 L 中都有一个根，并证明 L 是 K 的一个代数闭包。
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4.5 分圆域

这一节我们将考虑分圆域 Q(ζn)。记 µn 为所有 n 次单位根的集合。易知 µn 由 ζn 生成，且 µn '
Z/nZ。若 ζ ∈ µn 的阶为 n，则称之为 n-次本原单位根。根据命题2.2.11可知 ζ = ζkn 是 n-次本原单位
根的充要条件是 (k, n) = 1，因此 n-次本原单位根的个数是 φ(n)。

定义 4.5.1. 我们定义 n-次分圆多项式为以所有 n-次本原单位根作为根的多项式，即：

Φn(x) =
∏

1≤k<n,
(k,n)=1

(x− ζkn).

由于 µd ⊂ µn 当且仅当 d | n，并且对任意 ζ ∈ µn，一定存在 d | n 使得 ζ 是 d-次本原单位根。于
是我们有

xn − 1 =
n∏

k=1

(x− ζkn) =
∏
d|n

∏
ζ∈µd

ζ 是 d-次本原

(x− ζ) =
∏
d|n

Φd(x). (4.4)

例 4.5.2. 我们可以显式的写出前面若干个分圆多项式。

Φ1(x) = x− 1, Φ2(x) = x+ 1, Φ3(x) = x2 + x+ 1, Φ4(x) = x2 + 1,

Φ6(x) = x2 − x+ 1, Φ8(x) = x4 + 1, Φ9(x) = x6 + x3 + 1.

若 p 是素数，那么所有大于 0 小于 p 的整数都和 p 互素，因此 Φp(x) =
xp−1
x−1

= xp−1 + · · ·+ x+1。我
们注意到这些 Φn(x) 的系数均是 0 或 ±1，一个有趣的问题便是是否所有的 Φn(x) 均有这个性质，然
而很遗憾的是这是不对的，第一个反例是 Φ105(x)：

Φ105(x) = x48 + x47 + x46 − x43 − x42 − 2x41 + · · · − 2x7 − x6 − x5 + x2 + x+ 1.

另一个相对弱一些的观察是这些多项式都是整系数多项式，而这个观察则是正确的。

引理 4.5.3. Φn(x) 均是整系数的首一多项式，次数为 φ(n)。

证明. 如前所述，degΦn(x) = φ(n)。下面我们通过对 n 进行归纳来证明 Φn(x) 是首一整系数多项式。
当 n = 1, 2时，根据上面的计算可知结论成立，假设对任意 k < n，均有 Φk(x)是首一整系数多项式。下
面考虑 n的情况。根据式4.4可知 xn−1 = f(x)Φn(x)，其中 f(x) =

∏
d|n,d<n Φd(x)。由归纳假设知 f(x)

是首一整系数多项式。于是利用欧几里得算法可知 f(x) 在 Q[x] 中也整除 xn − 1，因此 Φn(x) ∈ Q[x]。
最后利用 Gauss 引理3.7.2可知 f(x) 在 Z[x] 中整除 xn − 1，因此 Φn(x) 也是整系数的，其首项系数显
然等于 1。

更进一步，我们有如下结论：

定理 4.5.4. Φn(x) 在 Z[x] 中都是不可约的。

证明. 若存在首一整系数多项式 f(x), g(x) 使得 Φn(x) = f(x)g(x)，不妨设 f(x) 是不可约的。设 ζ 是
f(x) 的一个根，那么 f(x) 即为 ζ 的极小多项式。对任意和 n 互素的素数 p，ζp 仍是一个 n-次本原单
位根。因此它是 f(x) 或者 g(x) 的根。

若 g(ζp) = 0。那么 ζ 是 g(xp) 的根，因此 f(x) 整除 g(xp)。设 h(x) ∈ Z[x] 使得 g(xp) = f(x)h(x)。
对该式两边取模 p 有 g(xp) = f(x)h(x)。利用引理4.4.6类似的方法可以证明 g(xp) = (g(x))p。因此我们
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有 (g(x))p = f(x)h(x)。根据推论3.6.6知 Fp[x] 是 UFD，故 f(x) 和 g(x) 在 Fp[x] 中有公因式。另一方
面，我们对 Φn(x) = f(x)g(x) 两边取模 p 得 Φn(x) = f(x)g(x)，故 Φn(x) 在 Fp[x] 中有重因式。然而
由于 p 不整除 n，故 xn − 1 在 Fp 上不可能有重根，而 Φn(x) 是 xn − 1 的因式，由此得到矛盾。
这意味着对任意 f(x) 的根 ζ 及和 n 互素的素数 p 均有 ζp 是 f(x) 的根。于是对任意和 n 互素的

整数 m，将 m写成素数乘积的形式 m = p1p2 · · · pr，我们可以得到 ζp1 是 f(x)的根，(ζp1)p2 也是 f(x)

的根，依次进行下去可以得到 ζm 是 f(x) 的根，故所有的 n-次本原单位根都是 f(x) 的根，所以必有
f(x) = Φn(x)。

作为推论，我们可以计算 Q(ζn) 在 Q 上的扩张次数。

推论 4.5.5. [Q(ζn) : Q] = φ(n)。

证明. 根据定理4.5.4可知 Φn(x) 是 ζn 的极小多项式，因此扩张次数即为 Φn(x) 的次数。

最后我们再给出分圆域的一些基本性质。

引理 4.5.6. 若 m,n 是互素的两个正整数，那么我们有 Q(ζm)Q(ζn) = Q(ζm, ζn) = Q(ζmn) 以及
Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q。

证明. 根据定义显然有 Q(ζm)Q(ζn) = Q(ζm, ζn) ⊆ Q(ζmn)。由于 m,n 互素，故存在整数 a, b 使得
am + bn = 1，因此 ζmn = ζanζ

b
m ∈ Q(ζm, ζn)。由此可得 Q(ζm, ζn) = Q(ζmn)。另一方面，根据命

题4.1.17及推论4.5.5可知

φ(mn) = [Q(ζmn) : Q] = [Q(ζm, ζn) : Q] ≤ [Q(ζm, ζn) : Q(ζm)][Q(ζm) : Q] ≤ φ(m)φ(n) = φ(mn).

(4.5)
由此可得不等式4.5必须严格取等号，因此有 [Q(ζm, ζn) : Q(ζm)] = φ(n)。故由命题4.1.17可得 [Q(ζn) :

Q(ζm) ∩Q(ζn)] ≥ φ(n)。由此可知必有 Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q。

更一般地，我们有如下结论。

命题 4.5.7. 对任意正整数 m,n 我们有 Q(ζm, ζn) = Q(ζ[m,n]) 及 Q(ζm) ∩ Q(ζn) = Q(ζ(m,n))。这里
[m,n], (m,n) 分别表示 m,n 的最小公倍数和最大公约数。

证明. 记 m = pk1
1 · · · pks

s , n = pℓ11 · · · pℓSs ，其中 pi 是互不相同的素数，这里我们允许某些 ki, ℓi 为 0。于
是根据引理4.5.6可得

Q(ζm) = Q(ζ
p
k1
1
) · · ·Q(ζpks

s
), Q(ζn) = Q(ζ

p
k1
1
) · · ·Q(ζpks

s
).

因此我们有

Q(ζm, ζn) =Q(ζ
p
k1
1
) · · ·Q(ζpks

s
)Q(ζ

p
k1
1
) · · ·Q(ζpks

s
)

=Q(ζ
p
k1
1
)Q(ζ

p
k1
1
) · · ·Q(ζpks

s
)Q(ζpks

s
)

=Q(ζ
p

max(k1,ℓ1)
1

) · · ·Q(ζ
p

max(ks,ℓs)
s

)

=Q(ζ
p

max(k1,ℓ1)
1 p

max(ks,ℓs)
s

) = Q(ζ[m,n]).

同样的计算可以证明 Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q(ζ(m,n))。
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习题

练习 4.5.1. 设 m,n 是互素的正整数，ζm, ζn 分别为 m,n 次本原单位根，证明 ζmζn 是 mn 次本原单
位根。

练习 4.5.2. 设 K/Q 是一个有限扩张，证明 K 中至多只有有限个单位根。

练习 4.5.3. 设 p 是素数，证明如下等式：

1. 当 n ≥ 2 时有 Φn(x) = xφ(n)Φn(1/x)；

2. Φpr(x) = Φp(x
pr−1

)；

3. 当 n > 1 是奇数时有，Φ2n(x) = Φn(−x)；

4. 设 m | n，那么有 Φmn(x) = Φn(x
m)；

5. 当 (p,m) = 1 时有 Φprm(x) = Φm(xp
r

)Φm(xp
r−1

)。

练习 4.5.4. 求最小的正整数 n 使得存在 n × n 阶整数矩阵 A 满足 A2025 = I，且对于所有小于 2025

的正整数 m 均有 Am 6= I。

练习 4.5.5. 给定正整数 r，求最小的正整数 n 使得存在 n× n 阶整数矩阵 A 满足 Ar = I，且对于所
有小于 r 的正整数 m 均有 Am 6= I。

练习 4.5.6. 设自然数 n 至多有两个奇素因子，则分圆多项式 Φn(x) 的系数只能是 0,±1。

注 13. 上述命题的逆命题是不成立的，Φ255255(x)的系数均为 0,±1，但 255255 = 3×5×7×11×13×17。

练习 4.5.7. 任何整数都可做分圆多项式的系数。

练习 4.5.8. 设 ℓ, p 是两个素数，设 ζ 是一个 ℓ 次本原单位根。本题的目标是研究 Φℓ(x) 在模 p 下的
分解。

1. 若 p = ℓ，那么 Φℓ(x) = (x− 1)ℓ−1 ∈ Fℓ[x]。

2. 假设 p 6= ℓ，设 m 是 p 在模 ℓ 下的阶。证明 ζ 在 Fp 中的极小多项式的次数是 m。

3. 证明对任意不被 ℓ 整除的整数 a 均有 Fp(ζ) = Fp(ζ
a)。由此证明在 Fp[x] 中，Φℓ(x) 可以分解为

ℓ−1
m
个次数为 m 的不可约多项式的乘积。

练习 4.5.9. 设 n 是一个正整数，本题的目标是证明存在无穷多个素数 p 使得 p ≡ 1 (mod n)。

1. 取一个整系数的非常数多项式 f(x)，证明集合 {d ∈ N | 存在 k 使得 d 是 f(k) 的因子} 是无限
集。

2. 取 f(x) = xn−1
Φn
∈ Z[x]，证明存在素数 p 及整数 k 使得 p 整除 Φn(k) 但 p 不整除 f(k)。

3. 计算 k 在 (Z/pZ)∗ 中的阶，并由此证明 p ≡ 1 (mod n)。

4. 证明存在无穷多个素数 p 使得 p ≡ 1 (mod n)。

注 14. 本题是著名的 Dirichlet 定理的特例：对任意互素的正整数 n,m，存在无穷多个素数使得 p ≡ m
(mod n)。
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4.6 Galois 理论

4.6.1 Galois 扩张

定义 4.6.1. 设 K/F 是一个域扩张，K 到自身的同构被称为自同构，所有的自同构组成的集合记为
Aut(K)。设 σ ∈ Aut(K)，若对任意 a ∈ F 均有 σ(a) = a，那么我们称 σ 固定 F，并记所有固定 F 的
自同构组成的集合为 Aut(K/F )。

例 4.6.2. 容易验证 Aut(Q)和 Aut(Fp)都是平凡的，而 Aut(Q(
√
2))则不是平凡的。事实上，Aut(Q(

√
2))

有两个元素，一个是恒等映射，另一个是 a+ b
√
2 7→ a− b

√
2。

和群的自同构群类似，域的自同构群在映射的复合运算下也构成一个群。

命题 4.6.3. 设 K/F 是一个域扩张，那么 Aut(K) 构成一个群，并且 Aut(K/F ) 是其一个子群。

命题 4.6.4. 设 K/F 是一个域扩张，a ∈ K 在 F 上是代数的。那么对任意 σ ∈ Aut(K/F )，σ(a) 是 a

在 F 上的极小多项式的根。

上述性质表明 Aut(K/F ) 可视作不可约多项式的根之间的一个置换。这便是 Galois 理论中的核心
思想。但是我们要注意到 a 的共轭根不一定能从 σ(a) 得到，因为一般情况下 K 不一定包含 a 的所有
共轭根。

例 4.6.5. 设 σ ∈ Aut(Q( 3
√
2)/Q)，容易看出 σ 完全由其在 3

√
2 上的作用决定。而 3

√
2 的极小多项式为

x3 − 2，因此 σ( 3
√
2) 也只能是 x3 − 2 的根，但是容易看出 x3 − 2 的另外两个根并不在 Q( 3

√
2) 中，因

此我们必有 σ( 3
√
2) = 3

√
2，即有 σ 是恒等映射，所以 Aut(Q( 3

√
2)/Q) = 1。

命题 4.6.6. 设 H ≤ Aut(K) 是 K 的自同构群的一个子群，那么 {a ∈ K | σ(a) = a, ∀σ ∈ H} 是 K 的
一个子域，该子域被称为 H 的固定域。

命题 4.6.7. 设 F1 ⊆ F2 ⊆ K 是 K 的两个子域，那么我们有 Aut(K/F2) ≤ Aut(K/F1)；反之，若
H1 ≤ H2 ≤ Aut(K)是 Aut(K)的两个子群，F1, F2 分别为 H1,H2 对应的固定域，那么我们有 F2 ⊆ F1。

到目前为止我们得到了域 K 的子域和 Aut(K) 的子群之间的一个对应，为了更进一步研究这个对
应关系，我们需要尽可能的多从 Aut(K) 中得到更多的信息，然而从前面的例子中我们发现 Aut(K) 有
可能是平凡群，此时我们无法从 Aut(K) 中得到任何有意义的信息。究其原因，我们发现这是因为 K

没有包含 x3 − 2 的其余根，这便引导我们考虑那些包含了足够多的自同构的域，即 K 应该为某个多项
式的分裂域。

定义 4.6.8. 设 K/F 是一个有限扩张，若 |Aut(K/F )| = [K : F ]，我们称 K 在 F 上是 Galois 的，或
者 K/F 是一个 Galois 扩张，并称 Aut(K/F ) 为 K/F 的 Galois 群，记作 Gal(K/F )。

在给出 Galois 扩张更多性质之前，我们先计算几个例子。

例 4.6.9. 根据例4.6.2可知 Q(
√
2)/Q 是 Galois 扩张，其 Galois 群同构于 Z/2Z。类似地，设 D 是任

意非完全平方数，那么 Q(
√
D)/Q 都是 Galois 扩张，并且 Galois 群都同构于 Z/2Z。而例4.6.5表明

Q( 3
√
2)/Q 不是 Galois 扩张。
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例 4.6.10. 下面我们考虑域扩张 Q(
√
2,
√
3)/Q。容易看出 Q(

√
2,
√
3) 上的自同构完全由

√
2,
√
3 的像

决定。而
√
2,
√
3 的像只能为它们的共轭根，即为 ±

√
2,±
√
3。因此总共有如下四种情况。

σ1 :


√
2 7→

√
2

√
3 7→

√
3
, σ2 :


√
2 7→ −

√
2

√
3 7→

√
3

, σ3 :


√
2 7→

√
2

√
3 7→ −

√
3
, σ4 :


√
2 7→ −

√
2

√
3 7→ −

√
3.

以上四个映射均可延拓为 Q(
√
2,
√
3) 上的自同构。因此 Gal(Q(

√
2,
√
3)/Q) 是 4 阶群。另一方面，容

易验证 σ1 是单位元，而 σ2, σ3, σ4 的阶均为 2，因此 Gal(Q(
√
2,
√
3)/Q) ' Z/2Z× Z/2Z。

例 4.6.11. 另一个不平凡的例子是 Q( 3
√
2, ρ)/Q。它是多项式 x3 − 2 的分裂域。容易看出来 Q( 3

√
2, ρ)

的自同构完全由 3
√
2 和 ρ 的像决定。而 3

√
2 的共轭根为 3

√
2, ρ 3
√
2, ρ2 3
√
2，ρ 的共轭根为 ρ, ρ2。因此共

有如下六种可能：

σ1 :


3
√
2 7→ 3

√
2

ρ 7→ ρ
, σ2 :


3
√
2 7→ 3

√
2

ρ 7→ ρ2
, σ3 :


3
√
2 7→ ρ 3

√
2

ρ 7→ ρ
,

σ4 :


3
√
2 7→ ρ2 3

√
2

ρ 7→ ρ
, σ5 :


3
√
2 7→ ρ 3

√
2

ρ 7→ ρ2
, σ6 :


3
√
2 7→ ρ2 3

√
2

ρ 7→ ρ2.

可以验证这六个映射均可延拓为 Q( 3
√
2, ρ) 的自同构，事实上，它们的像可以显式的写出来。例如，由

于 {1, 3
√
2, 3
√
4, ρ, ρ 3

√
2, ρ 3
√
4} 构成 Q( 3

√
2, ρ) 在 Q 上的一组基，那么 σ2 即可延拓为

σ2 : a+ b
3
√
2 + c

3
√
4 + dρ+ eρ

3
√
2 + fρ

3
√
4 = a− e 3

√
2 + (f − c) 3

√
4 + dρ+ (b− e)ρ 3

√
2− cρ 3

√
4.

因此 Gal(Q( 3
√
2, ρ)/Q) 是一个 6 阶群，显然 σ1 是单位元。而 σ2, σ3 的阶分别为 2, 3。根据定义可知

σ3σ2(
3
√
2) = σ3(

3
√
2) = ρ

3
√
2, σ3σ2(ρ) = σ3(ρ

2) = ρ2,

而
σ2σ

2
3(

3
√
2) = σ2σ3(ρ

3
√
2) = σ2(ρ

2 3
√
2) = ρ

3
√
2, σ2σ

2
3(ρ) = σ2(ρ) = ρ2.

由此可知 σ3σ2 = σ2σ
2
3。因此我们有

Gal(Q(
3
√
2, ρ)/Q) = 〈σ2, σ3〉 ' S3.

下面我们探讨一下什么样的扩张会是 Galois 扩张。

定理 4.6.12. 设 K/F 是一个有限域扩张，那么我们有 |Aut(K/F )| ≤ [K : F ]。

证明. 我们对 [K1 : F1] 进行归纳。当 [K1 : F1] = 1 时，我们有 K1 = F1,K2 = F2。此时延拓只有
φ 自己。下面假设 [K1 : F1] > 1。设 p(x) 是 f(x) 的一个不可约因式，那么 φ(p)(x) 是 φ(f)(x) 的
不可约因式。设 α ∈ K1 是 p(x) 的一个根。设 σ : K1 → K2 是 φ 的一个延拓，τ = σ|F1(α)。那么
τ : F1(α) → F2(τ(α)) 是一个同构，并且该同构完全由 τ(α) 决定。另一方面，我们知道 τ(α) 一定是
φ(p)(x) 的一个根。由此我们可以得到如下图表：

σ : K1 K2

σ : F1(α) F2(τ(α))

σ : F1 F2

∼

∼

∼
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反之，根据定理4.3.6可知对任意 φ(p)(x) 的任意一个根 β，我们均可以构造满足上面图表的同构 τ :

F1(α) → F2(β) 及 σ : K1 → K2 使得 τ(α) = β。由此可知我们只需计算上面图表的个数，便可得
知延拓的个数。而由上面的讨论知将 φ 延拓为 τ : 的个数等于 φ(p)(x) 的不同根的个数，至多等于
[F1(α) : F1]，并且取等号的充要条件是 φ(p)(x) 在 K2 中有 deg p 个互不相同的根。而对于每一个同构
τ : F1(α)→ F2(β)，根据归纳假设知它至多可以延拓为 [K1 : F1(α)] 个同构 σ : K1 → K2，并且等号成
立的充要条件是 K1 是 F1(α) 的分裂域。

上述定理告诉我们 Aut(K/F )的阶会被 [K : F ]控制住，因此要考虑 K/F 何时是 Galois扩张，只
需考虑等号何时成立即可。作为推论我们可以给出 Galois 扩张的一个判定条件。

推论 4.6.13. 设 K 是 F 上某个可分多项式 f(x) 的分裂域，那么 K/F 是 Galois 的。

一个自然的问题是什么样的域上的多项式一定是可分的？根据多项式的理论我们知道多项式是否有
重根和其导函数相关，因此利用形式导数的概念，我们可以给出如下两个结论。

命题 4.6.14. 若 F 的特征是 0，那么 F 上的任意不可约多项式都是可分的。

证明. 设 f(x) ∈ F [x] 是一个不可约多项式，由于 F 的特征是 0，因此 deg f ′ = n− 1。若 f(x) 有重根，
那么 f(x) 和 f ′(x) 有公因式，这与 f(x) 不可约矛盾。故 f(x) 是可分的。

例4.4.2告诉我们上述结论对特征 p 的域不成立，但是该结论对有限域仍然成立。

命题 4.6.15. 设 Fq 是一个有限域，那么 Fq 上的任意不可约多项式均是可分的。

证明. 设 f(x) ∈ Fq[x] 是不可约的，若 f ′(x) 是非零多项式，那么和前面的证明类似，我们可以得到
f(x) 是可分的。因此我们假设 f ′(x) 是零多项式。根据形式导数的定义可知当 p - n 时，f(x) 中 xn 前
的系数必为 0，于是我们不妨设

f(x) = amx
mp + am−1x

(m−1)p + · · ·+ a1x
p + a0.

由于映射 Fp → Fp，x 7→ xp 是单射，故它必是双射。因此存在 bi ∈ Fq 使得 bpi = ai。因此我们有

f(x) = (bmx
m)p + (bm−1x

m−1)p + · · ·+ (b1x)
p + bp0

= (bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b1x+ b0)
p.

然而这与 f(x) 不可约矛盾。

命题4.6.14和4.6.15表明若 F 是特征 0 或有限域，那么它的有限扩张一定是可分扩张。本文将主要
讨论可分扩张，不对不可分扩张做过多的探讨。另一方面，推论4.6.13的逆命题也是成立的，下面我们
将证明它的逆命题。

命题 4.6.16. 设 G ⊆ Aut(G) 是一个有限群，并设 F 是 G 的固定域。那么我们有 |G| = [K : F ] 且
G = Gal(K/F )。
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证明. 由于 G ⊆ Aut(K/F )，根据定理4.6.12知 |G| ≤ [K : F ]。若 |G| < [K : F ]，记 n = |G|，并设
G = {τ1, τ2, . . . , τn}。再取 α1, α2, . . . , αn+1 ∈ K 使得它们在 F 上是线性无关的。考虑如下矩阵

A =


τ1(α1) τ1(α2) · · · τ1(αn+1)

τ2(α1) τ2(α2) · · · τ2(αn+1)
...

...
...

τn(α1) τn(α2) · · · τn(αn+1)

 .

由于 rank(A) ≤ n，故 A 的列向量是线性相关的，不妨设 k 是使得某些列向量线性相关的最少向量个
数，并不妨假设 A 的前 k 列线性相关。因此存在 ci ∈ K 使得

c1τi(α1) + c2τi(α2) + · · ·+ ckτi(αk) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (4.6)

由 k 的最小性可知所有的 ci 均不等于 0，故不妨设 c1 = 1。任取 σ ∈ G，由于 σG = G，故将 σ 作用
在(4.6)中的 n 个等式可得

σ(c1)τi(α1) + σ(c2)τi(α2) + · · ·+ σ(ck)τi(αk) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

联合等式(4.6)可得

(c2 − σ(c2))τi(α2) + · · ·+ (ck − σ(ck))τi(αk) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

由 k 的最小性可知 c2 − σ(c2) = · · · = ck − σ(ck) = 0。由于该式对任意 σ ∈ G 均成立，因此有
c2, . . . , ck ∈ F。然而此时再由等式(4.6)可得

τi(c1α1 + c2α2 + . . . ckα) = 0.

这表明 c1α1+c2α2+ . . . ckα = 0，但是这与 α1, α2, . . . , αk 线性无关矛盾。因此我们有 |G| = [K : F ]。由
于 G ⊆ Aut(K/F ) 且 |Aut(K/F )| ≤ [K : F ]，因此我们有 K/F 是 Galois 扩张，且 G = Gal(K/F )。

引理 4.6.17. 设 K/F 是有限 Galois 扩张，设 f(x) ∈ F [x] 是 F 上的不可约多项式，若 f(x) 在 K 中
有一个根，那么 f(x) 在 K 中是完全分裂的。

证明. 设 α 是 f(x) 在 K 中的一个根，记 G = Gal(K/F ) = {σ1 = id, σ2, . . . , σn}。考虑元素

σ1(α), σ2(α), . . . , σn(α), (4.7)

不妨设 α, α2, . . . , αr 是其中互不相同的元素，并设 g(x) = (x−α)(x−α2) · · · (x−αr)。对任意 τ ∈ G，τ
可视作(4.7)的一个置换，因此也是 α, α2, . . . , αr 的一个置换，故 τ 也固定 g(x) 的所有系数，由 τ 的任
意性知 g(x) ∈ F [x]。由于 f(x) 是不可约的，并且 f(x) 和 g(x) 有公共根，因此必有 f(x) | g(x)。另一
方面，将 f(x), g(x) 视作 K[x] 中的多项式，则显然有 g(x) | f(x)。因此有 f(x) = g(x)。特别地，f(x)
是可分多项式并且所有根都在 K 中。

最后我们证明推论4.6.13的逆命题也成立。

定理 4.6.18. 设 K/F 有限扩张，则 K/F 是 Galois 的当且仅当 K 是 F 上某个可分多项式的分裂域。

证明. 设 α1, α2, . . . , αn 是 K/F 上的一组基。于是由引理4.6.17它们的极小多项式 mαi,F (x) 是可分的，
且根均在 K 中，于是将它们中重复的去掉以后相乘得到的多项式记为 f(x)。显然 f(x)的根均在 K 中，
另一方面，由于 αi 均是 f(x) 的根，因此 f(x) 的分裂域包含 K。故 K 是 f(x) 在 F 上的分裂域。
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4.6.2 Galois 对应

最后我们给出 Galois 理论的基本定理。

定理 4.6.19. 设 K/F 是一个 Galois 扩张，G = Gal(K/F ) 为其 Galois 群。那么我们有如下一一对应
关系： 

K

K 中包含 |

F 的子域 E E

|

F


←→



1

|

G 的子群 H H

|

G


E −−−→ {G 中固定 E 的自同构}

{H 的固定域} ←−−− H

该对应关系满足如下性质：

1. 假设 E1, E2 对应的是 H1,H2，那么 E1 ⊆ E2 当且仅当 H2 ≤ H1；

2. [K : E] = |H| 且 [E : F ] = |G : H|；

3. K/E 一定是 Galois 的，其 Galois 群为 Gal(K/E) = H；

4. E/F 是 Galois 的当且仅当 H 是 G 的正规子群。在这种情况下，我们有 Gal(E/F ) ' G/H；

证明. 给定 G 的两个子群 H2 ≤ H1，它们的固定域分别为 E1, E2。那么对任意 x ∈ E1，及任意 σ ∈ H1

均有 σ(x) = x。特别地，对任意 σ ∈ H2 均有 σ(x) = x，这表明 x ∈ E2，因此 E1 ⊆ E2。反之，给定
K 中包含 F 的两个子域 E1 ⊆ E2，其对应的自同构群为 H1,H2，那么对任意 σ ∈ H2，σ 均固定 E2 中
的元素，因此也固定 E1 中的元素，于是 σ ∈ H1，即有 H2 ≤ H1。这便证明了 (1)，由此立即得到上述
Galois 对应是一一对应关系。
若 E 是子群 H 的固定域，根据命题4.6.16可知 |H| = [K : E] 及 |G| = [K : F ]。由此可得

|G : H| = |G|/|H| = [E : F ]。这便证明了 (2)。
由 [K : E] = |H| 可立刻得到 (3)。
假设 H 是 G 的正规子群，E 是其固定域。任取 x ∈ E，并设 x′ 是 x 在 K 中的任意一个共轭根。

由于 K/F 是 Galois 的，因此存在 σ ∈ G 使得 σ(x) = x′。对任意 τ ∈ H 有 τ(x′) = σ(σ−1τσ(x))。由
于 H 是正规子群且 H 固定 E 中所有元素，因此有 σ−1τσ(x) = x。于是 τ(x′) = σ(x) = x′，由 τ 的任
意性可知 x′ ∈ E。因此 x 的所有共轭根都在 E 中。最后取 E/F 的一组基 α1, . . . , αr，于是在去掉它
们的极小多项式 mα1,F (x), . . . ,mαr,F (x) 中重复的后，将其相乘得到 f(x)，由于 K/F 是可分的，于是
f(x) 是可分的，而 E 是 f(x) 的分裂域，因此由定理4.6.18可知 E/F 是 Galois 的。
反之，假设 E/F 是 Galois 的，考虑映射 φ : G→ Gal(E/F )，φ(σ) = σ|E。容易验证 φ 是定义良

好的且是一个群同态。而 φ 的核为

kerφ = {σ ∈ G | σ|E = id} = Gal(K/E) = H.

因此 H 是 G 的正规子群。最后由 (2) 知 |G/H| = [E : F ] = |Gal(E/F )|。因此我们由同构基本定理有
Gal(E/F ) ' G/H。
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例 4.6.20. 最后我们考虑例4.6.10和例4.6.11中的 Galois对应。根据例4.6.10，我们知道 Gal(Q(
√
2,
√
3)/Q) '

Z/2Z× Z/2Z。因此它共有 1 个 1 阶子群，3 个 2 阶子群，以及 1 个四阶子群，具体展示如下图

{1, σ2, σ3, σ2σ3}

{1}

{1, σ2} {1, σ3} {1, σ2σ3}

而它们对应的固定域则如下图所展示的：

Q

Q(
√
2,
√
3)

Q(
√
3) Q(

√
2) Q(

√
6)

在这种情况下，Q(
√
2,
√
3)/Q 的 Galois 群是交换群，因此它的所有子群均为正规子群，所以它的中间

域都是 Q 上的 Galois 扩张。

例4.6.11中的情况则会复杂一些。我们知道 Gal(Q( 3
√
2, ρ)/Q) 同构于 S3，因此它有 1 个 1 阶子群，

3 个 2 阶子群，1 个 3 阶子群以及 1 个 6 阶子群，具体展示如下图：

〈σ2, σ3〉

〈σ3〉

〈σ2〉 〈σ5〉 〈σ6〉

1
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而它们对应的固定域则如下图所展示：

Q

Q(ρ)

Q( 3
√
2) Q(ρ 3

√
2) Q(ρ2 3

√
2)

Q( 3
√
2, ρ)

在这种情况下，Q( 3
√
2, ρ)/Q 的 Galois 群不是交换群，而它的二阶子群都不是正规子群，所以对应

的三个三次扩域 Q( 3
√
2),Q(ρ 3

√
2),Q(ρ2 3

√
2) 都不是 Q 上的 Galois 扩张。而唯一的一个三阶子群是正规

子群，所以其对应的二次扩域 Q(ρ) 是 Q 上的 Galois 扩张。

4.6.3 有限域的 Galois 群

这一节我们讨论有限域的 Galois群。在有限域 Fpn 中有一个非常重要的同构，被称之为 Frobenius
自同构，它是将 x 映为 xp。一般来说这样的映射既不会是同态，也不会是满射，因为域中的元素一般
不能开 p-次方。但是在有限域这个特殊的情况下，它会是一个同构。

定理 4.6.21. 有限域 Fpn/Fp 的 Galois 群同构于 Z/nZ，Frobenius 自同构 σp : x 7→ xp 是其一个生成
元。并且 Fpn 的子域为 Fpd，其中 d 为 n 的因子，其为 σd

p 的固定域。

证明. 根据定理4.4.7可知 Fpn 是可分多项式 xp
n −x的分裂域，因此由定理4.6.18可知 Fpn/Fp 是 Galois

扩张。

根据引理4.4.6可知 σp 是域同态。由于 xp = 0 只有一个 p-重根 x = 0，故 σp 是单射，从而 σp 是
双射。这表明 σp 是一个自同构，从而对任意 0 ≤ k ≤ n− 1，σk

p 都是 Fpn 上的自同构，并且它们互不
相同。否则会存在小于 n 的正整数 m 使得 σm

p 是恒等映射，即对任意 x ∈ Fpn 均有 xp
m

= x，但是
这个方程至多只有 pm 个解，由此得到矛盾。另一方面，我们知道 |Gal(Fpn/Fp)| = [Fpn : Fp] = n。故
Gal(Fpn/Fp) = {σk

p | 0 ≤ k ≤ n− 1} ' Z/nZ。
最后，由于 Z/nZ 的子群均形如 dZ/nZ，其中 d 是 n 的因子，因此最后一个结论由 Galois 基本定

理4.6.19即可得到。

4.6.4 分圆域的 Galois 群

下面我们讨论分圆域的 Galois 群。设 ζn 是一个 n-次本原单位根，那么根据定理4.5.4可知它的极
小多项式即为 Φn(x)，因此它的共轭根均形如 ζkn，并且 Q(ζn) 即为 Φn(x) 的分裂域。所以 Q(ζn) 的自
同构均由 ζn 的像完全决定。另一方面，设正整数 1 ≤ a < n 且与 n 互素，记 σa 为由 σa(ζn) = ζan 所
延拓得到的自同构。容易看出 σa 仅依赖于 a 模 n 的剩余类。因此我们有如下定理。

定理 4.6.22. Q(ζn) 的 Galois 群同构于 (Z/nZ)∗，并且该同构由如下映射给出

(Z/nZ)∗ −−→ Gal(Q(ζn)/Q)

a (mod n) 7−−→ σa.
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证明. 该定理的证明是直接的。对任意 a, b ∈ (Z/nZ)∗，我们有

(σaσb)(ζn) = σb(ζ
b
n) = ζabn = σab(ζn),

即有 σaσb = σab。因此上述映射是同态。而 σa 是恒等映射当且仅当 σa(ζ) = ζ，即有 a ≡ 1 (mod n)。
故该映射是单射。而 (Z/nZ)∗ 和 Gal(Q(ζn)/Q) 的阶均为 φ(n)。故该映射是同构。

例 4.6.23. 设 K 是 Q 上包含 n-次单位根的域，下面我们计算多项式 xn − a 在 K 上的 Galois 群，其
中 a 是一个有理数。事实上，由于 K 包含 n-次单位根，因此 xn − a 在 K 上的分裂域即为 K( n

√
a) 并

且 n
√
a 的共轭跟都形如 n

√
aζn。设 σ ∈ Gal(K( n

√
a)/K)，那么 σ 完全由它在 n

√
a 上的作用决定。因此

存在唯一的 kσ 使得 σ( n
√
a) = n

√
aζkσ

n 。由此我们可以得到同态

Gal(K( n
√
a)/K) −−→ µn

σ 7−−→ ζkσ
n .

于是 Gal(K( n
√
a)/K) 同构于 µn 的一个子群，而 µn 是 n-阶循环群，它的所有子群恰好为 µm，其中

m | n。由此我们得到同构：Gal(K( n
√
a)/K) ' µm，其中 m = [K( n

√
a) : K]。

例 4.6.24. 根据上述定理我们知道

Gal(Q(ζ17)/Q) ' (Z/17Z)∗.

容易知道 (Z/17Z)∗ 是 16 阶循环群，其一个生成元是 3。另一方面我们知道 16 阶循环群恰好有一个阶
分别为 1, 2, 4, 8, 16 的子群，下面具体展示了这五个子群：

H1 = {1}, H2 = {1, 16}, H4 = {1, 4, 13, 16}, H8 = {1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16}, H16 = (Z/17Z)∗.

如果我们记

a1 = ζ17 + ζ217 + ζ417 + ζ817 + ζ917 + ζ1317 + ζ1517 + ζ1617 , b1 = ζ17 + ζ417 + ζ1317 + ζ1617 , c1 = ζ17 + ζ1617 ,

那么 H1,H2,H4,H8,H16 的固定域分别为

K1 = Q(ζ17), K2 = Q(c1), K4 = Q(b1), K8 = Q(a1), Q.

这五个域在 Q 上的扩张次数分别为 16, 8, 4, 2, 1，并且有 Q ⊆ K8 ⊆ K4 ⊆ K3 ⊆ K2 ⊆ K1。因此由定理
4.2.1 可知 ζ17 是可构造的，即正 17 边形是可通过尺规作图得到的。该结论最早由 Gauss 证明的。更
进一步，我们记

a2 = ζ317 + ζ517 + ζ617 + ζ717 + ζ1017 + ζ1117 + ζ1217 + ζ1417 , b2 = ζ217 + ζ817 + ζ917 + ζ1517 ,

b3 = ζ617 + ζ717 + ζ1017 + ζ1117 , b4 = ζ317 + ζ517 + ζ1217 + ζ1417 , c2 = ζ417 + ζ1317 .

那么我们可以证明 a1, a2 是方程 x2 + x − 4 = 0 的两个根，b1, b2 是方程 x2 − a1x − 1 = 0 的两个根，
b3, b4 是方程 x2 − a2x − 1 = 0 的两个根，c1, c2 是方程 x2 − b1x + b4 = 0 的两个根。由此可以给出
c1 = 2 cos 2π

17
的具体表达式为：

1

8

(
−1 +

√
17 +

√
2(17−

√
17) + 2

√
17 + 3

√
17−

√
2(17−

√
17)− 2

√
2(17 +

√
17)

)
.
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更一般地，利用和上述例子相同的方法我们可以得到正 n-边形可通过尺规作图得到的充要条件。

定理 4.6.25. 正 n-边形可通过尺规作图得到当且仅当 n = 2kp1 · · · ps，其中 pi 是互不相同的素数，并
且均形如 22

ℓ

+ 1。

前几个形如 22
ℓ

+1 的素数分别为 21 +1 = 3, 22 +1 = 5, 24 +1 = 17, 28 +1 = 257, 216 +1 = 65537。
这类素数被称为 Fermat 素数，当时 Fermat 猜测所有形如 22

ℓ

+ 1 的数都是素数，然而 Euler 证明了
232 + 1 = 641× 6700417 不是素数。到目前为止，已知的Fermat 素数1也仅有前面所列出来的 5 个，因
此大家猜测是否只有有限个 Fermat 素数。
由上述定理我们可以看出分圆域的 Galois 群均为 Abel 群，这种 Galois 群是 Abel 群的扩张我们

称之为 Abel 扩张。Galois 理论中一个重要的问题就是什么样的群可以成为 Q 上某个 Galois 扩张的
Galois 群。对于 Abel 群的情况，我们可以给出完整的回答。

定理 4.6.26. 设 G 是一个有限 Abel 群，那么存在一个包含 Q 的域 K 使得 Gal(K/Q) ' G。

证明. 设 G 的阶为 n，由有限 Abel 群的结构定理2.6.11可知存在正整数 n1, n2, . . . , ns 使得

G ' Zr × Z/n1Z× Z/n2Z× · · · × Z/nsZ,

根据 Dirichlet定理（见习题4.5.9）我们知道对任意正整数 m均存在无穷个素数 p使得 p ≡ 1 (mod m)。
因此我们取不同的素数 p1, p2, . . . , ps 使得 pi ≡ 1 (mod ni)。于是 Z/niZ同构于 Z/(pi−1)Z ' (Z/piZ)∗

的子群。令 n = p1p2 . . . ps，由中国剩余定理3.2.17我们有

(Z/nZ)∗ ' (Z/p1Z)∗ × (Z/p2Z)∗ × · · · × (Z/psZ)∗.

因此 G 同构于 (Z/nZ)∗ 的一个子群。由定理4.6.22有 Gal(Q(ζn)/Q) ' (Z/nZ)∗。因此由 Galois 对应定
理4.6.19知存在 Q(ζn) 的子域 K 使得 Gal(K/Q) ' G。

反过来，任意一个 Q 上的 Abel 扩张均可均可嵌入到某个分圆域中。

定理 4.6.27 (Kronecker-Weber). 设 K 是 Q 上的有限 Abel 扩张，那么存在 m 使得 K ⊆ Q(ζm)。

4.6.5 低次多项式的 Galois 群

这一节我们主要讨论多项式的 Galois 群。设 f(x) 是 Q 上的多项式，那么它的 Galois 群即为它
的分裂域在 Q 上的 Galois 群。设 f(x) 的一个分裂域为 K，α1, . . . , αn 是 f(x) 的 n 个根。对任意
σ ∈ Gal(K/F )，它一定将 αi 映射到某个 αj（j 可能和 i 相等），并且不同的根的像不同。这意味着我
们可以将 σ 视为 {1, 2, . . . , n} 的一个置换。由此我们可以将 Gal(K/F ) 视为 Sn 的一个子群。在计算多
项式的 Galois 群时，下面定义的判别式是一个重要的概念：

D =
∏
i<j

(αi − αj)
2.

命题 4.6.28. f(x) 的 Galois 群是 An 的子群当且仅当判别式 D ∈ Q2。

1https://oeis.org/A000215.

https://oeis.org/A000215
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计算 Q 上的二次、三次及四次多项式的 Galois 群。通过简单的变量替换，我们可以只需要讨论首
一整系数的多项式即可。
设 f(x) = x2 + ax+ b ∈ Z[x] 是二次不可约多项式，记 D = a2 − 4b。于是 D 不是完全平方数，并

且 f(x) 的分裂域即为 Q(
√
D)。根据例4.6.9可知其 Galois 群同构于 Z/2Z。

下面考虑三次多项式的情况，设 f(x) = x3 + ax2 + bx+ c ∈ Z[x] 是三次不可约多项式，通过变量
替换 x = y − a/3，我们可以得到 g(y) = y3 + py + q，其中 p = b− a2/3, q = (2a3 − 9ab+ 27c)/27。容
易看出 f(x) 和 g(y) 的分裂域和判别式都是相同的。设 α1, α2, α3 是 g(y) 的三个解，直接计算可以得
到判别式为

D = (α1 − α2)
2(α1 − α3)

2(α2 − α3)
3 = −4p3 − 27q2.

代入 p = b− a2/3, q = (2a3 − 9ab+ 27c)/27 可以得到 f(x) 的判别式为

D = a2b2 − 4b3 − 4a3c− 27c2 + 18abc.

习题

练习 4.6.1. 设 σ : C→ C 定义为 σ(z) = z，证明 σ ∈ Aut(C)，并求 σ 的固定域。

练习 4.6.2. 求 Aut(Q( 4
√
2)/Q(

√
2))。

练习 4.6.3. 本题的目标是计算 Aut(R/Q)。

1. 设 σ ∈ Aut(R/Q)，证明对任意 a > 0 有 σ(a) > 0。

2. 证明若 − 1
m
< a− b < 1

m
，则有 − 1

m
− σ(a)− σ(b) < 1

m
。由此证明 σ 是 R 上的连续函数。

3. 证明 σ 是恒等映射。

练习 4.6.4. 设 K 是一个域，证明 Aut(K(t)/K) ' GL2(K)/{±I2}，其同构由如下对应给出(
a b

c d

)
←→

(
f(t) 7→ f

(
at+ b

ct+ d

))
.

计算自同构 f(t) 7→ f(t+ 1) 的固定域。（提示：利用练习4.1.19）

练习 4.6.5. 设 L/K 是一个域扩张，且 K ( L ⊆ K(x)。

1. 证明 x 在 L 上是代数的。

2. 假设 P (T ) = Tn + Fn−1T
n−1 + · · · + F0 ∈ L[T ] 是 x 在 L 上的极小多项式。证明存在 i 使得

Fi /∈ K。

3. 证明 L = K(Fi)。

4. 是否存在有理函数 F (x) ∈ K(x) 使得 F ◦ F ◦ · · · ◦ F = x？

练习 4.6.6. 求下列多项式在 Q 上的 Galois 群

(1). x3 − 5, (2). x4 − 2
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练习 4.6.7. 设 K = Q( 8
√
2, i), F1 = Q(i), F2 = Q(

√
2), F3 = Q(

√
−2)。证明

Gal(K/F1) ' Z/8Z, Gal(K/F2) ' D8, Gal(K/F3) ' Q8

练习 4.6.8. 设 a =
√
5 +
√
21，K = Q(a)。

1. 证明 K/Q 是 Galois 扩张；

2. 求 Gal(K/Q)；

3. 求 K 的所有子域；

4. Q(
√
5 +
√
37)/Q 是否是 Galois 的？

5. Q(
√
5 +
√
15)/Q 是否是 Galois 的？

练习 4.6.9. 写出 Q(ζ12) 的所有子域。

练习 4.6.10. 设 d ∈ N, ζ = e 2πi
d 。设 A 为 d− 1 阶的方阵，其 (i, j) 位置元素为 aij = ζij − ζ(i−1)j。证

明 det(A2) ∈ Z。当 d ≡ 0, 3 (mod 4) 时，证明 det(A) /∈ Z。

练习 4.6.11. 设 P (x) = x4 + ax2 + b 是 Q 上的不可约多项式，K 是 P (x) 在 Q 上的一个分裂域。记
±α,±β 是 P (x) 在 K 中的根。

1. 证明 Gal(K/Q) 同构于 D8 的一个子群。

2. 证明 Gal(K/Q) 只能同构于如下三个群之一

Z/4Z,Z/2Z× Z/2Z, D8.

3. 证明 α2 − β2 /∈ Q。

4. 证明 Gal(K/Q) ' Z/4Z 当且仅当 α
β
− β

α
∈ Q；Gal(K/Q) ' Z/2Z× Z/2Z 当且仅当 αβ ∈ Q

5. 计算下列多项式的 Galois 群，并计算其分裂域的所有子域。

(i) x4 − 4x2 − 1, (ii) x4 − 6x2 + 4, (iii) x4 + 5x2 + 5.

练习 4.6.12. 设 K/F 是一个有限扩张，

1. 若 σ1, . . . , σn ∈ Aut(K/F ) 两两不同，那么 σ1, . . . , σn 在 K 上线性无关，即若 x1, . . . , xn ∈ K 满
足 x1σ1 + · · ·+ xnσn = 0，那么必有 x1 = · · · = xn = 0。

2. 证明 |Aut(K/F )| ≤ [K : F ]。

练习 4.6.13. 设 p1, p2, . . . , pn 是 n 个两两不同的素数。

1. 证明扩张 Q(
√
p1, . . . ,

√
pn)/Q) 是 Galois 扩张，记 G 为其 Galois 群；

2. 证明 G 中任意非单位元素的阶都是 2，由此证明存在整数 r 使得 G ' (Z/2Z)r；

3. 通过计算 Q(
√
p1, . . . ,

√
pn) 的二次子域的个数证明 G ' (Z/2Z)n。
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练习 4.6.14 (Hilbert 90 定理). 设 L/K 是一个有限 Galois 扩张，G = Gal(L/K)。

1. 假设 Gal(L/K) 是 n 次循环群，σ 为一个生成元，x ∈ L。证明
∏

τ∈Gal(L/K) τ(x) = 1 当且仅当存
在 y ∈ L∗ 使得 x = σ(y)/y；

2. 若不假设 Gal(L/K) 是循环的。设函数 f : Gal(L/K) → L∗ 满足对任意 τ1, τ2 ∈ Gal(L/K) 有
f(τ1τ2) = τ1(f(τ2))f(τ1)。证明存在 x ∈ L∗ 使得对任意 τ ∈ Gal(L/K) 均有 f(τ) = τ(x)x−1。

练习 4.6.15 (Artin-Schreier 扩张). 设 K 是特征 p > 0 的域，L/K 是 p 次 Galois 扩张。设 σ 是
Gal(L/K) 的一个生成元。

1. 证明存在 x ∈ L 使得 σ(x)− x = 1；

2. 证明存在 a ∈ K∗ 使得 L 是 Xp −X − a 的分裂域。

练习 4.6.16. 设 p 是一个素数，a ∈ Fp，设 f(x) = xp − x− a ∈ Fp[x]。

1. 若 a = 0，将 f(x) 分解为不可约多项式的乘积。

下面假设 a 6= 0。

2. 证明 f(x+ 1) = f(x)。

3. 设 g(x) 是 f(x) 的一个不可约因式，证明 g(x+ 1) 也是 f(x) 的不可约因式。

4. 证明 g(x+ 1) = g(x)。

5. 证明若多项式 h(x) ∈ Fp[x] 的次数小于 p 且 h(x+ 1) = h(x)，那么 h(x) 是常数多项式，由此证
明 f(x) 是不可约的。

6. 设 b ∈ Z 和 p 互素，证明 xp − x− b 在 Q[x] 中不可约。

练习 4.6.17. 设 Ω 是一个特征 0 的代数闭域。设 K 是 Ω 的一个子域且 Ω/K 是有限扩张。下面我们
将证明 Ω = K(

√
−1)。设 i 是 x2 + 1 在 Ω 中的一个根，记 G = Gal(Ω/K(i))。

1. 证明 Ω/K 是 Galois 扩张；

2. 若 G 是非平凡的，设 p 是 |G| 的一个素因子。证明存在 Ω 的子域 L 使得 Ω/L 是 p 次 Galois 扩
张且 L 包含 K(i)；

3. 证明存在 a ∈ L 使得 P (x) = xp − a 在 L 上是不可约的且 Ω 是 P (x) 的分裂域；

4. 设 α ∈ Ω 是 P (x) 的一个根，计算 NΩ/L(α)；

5. 证明 Ω = K(i)；

6. 证明 Aut(Q̄/Q) 中的有限阶非平凡元素一定是二阶的。

练习 4.6.18. 设 p 是一个素数，K = Fp(T )。考虑多项式 f(x) = xp − Tx− T, g(x) = xp−1 − T。

1. 证明 f, g 在 K 上是不可约且可分的；

2. 令 M 为 g 在 K 上的分裂域。证明 Gal(M/K) 同构于 F∗
p；

3. 令 L 为 f 在 K 上的分裂域。证明 g 在 L 中分裂，且 Gal(L/K) ' Fp oF∗
p，其中 F∗ 在 Fp 上的

作用为乘法。
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